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Meinen lieben Eltern. 


Es}fist mir eine angenehme Pflicht, an dieser Stelle 
meinen hochverehrten Lehrern 


Herrn Geh. Rat Prof. Dr. J. Rosanes 


und 


Herrn Geh. Rat Prof. Dr, R. Sturm 


aufrichtig zu danken für die Anregung und die Förderung, 
die sie mir während meines Studiums und bei der Anfertigung 


dieser Arbeit haben zu teil werden lassen. 


Einleitung 


Die vorliegende Arbeit hat die Untersuchung einer spe- 
ziellen Transformation 6. Ördnung zum (Gegenstande. 

In einer Ebene sind zwei Kegelschnittbüschel B, und B, 
festgelegt, die zwei Grundpunkte « und 3 gemeinsam haben; 
die weiteren. Grundpunkte seien y und 5 sowie = und ©. 
Es lassen sich nun die Punkte der Ebene durch die Be- 
dingung einander zuordnen, dass jeder Punkt mit seinem 
zugeordneten sowohl auf einem und demselben Kegelschnitte 
von B, als auch von B, liegen soll”). 

Wir erkennen dabei, dass jedem Punkte x dadurch ein- 
deutig ein Punkt y entspricht, dass umgekekrt zu y sich 
wieder jener Punkt x als zugehöriger ergiebt. Es liegt also 
eine involutorische Cremona’sche Verwandschaft vor. 

Im Folgenden sollen zunächst die wesentlichsten Eigen- 
schaften dieser Transformation selbständig hergeleitet und 
dadurch an der Hand des vorliegenden Beispieles die be- 


”) Diese Transformation lässt sich auch als ein spezieller Fall 
der von Herrn Geiser in Zürich behandelten Verwandschaft -8. Ord- 
nung auffassen: Wenn von den neun Durchschnittspunkten zweier 
ebenen Kurven dritter Ördnung sieben fest bleiben, während der achte 
. sich nach einem bestimmten Gesetze bewegt, nach welchen Gesetze 
ändert dann der neunte seine Lage? (Crelle’s Journal, Band 67 
1867. — C. F. Geiser: „Ueber zwei geometrische Probleme.“) Die 
vorliegende Transformation ergiebt sich hieraus, sobald von den sieben 


festen Punkten zweimal je zwei mit einem ‚und demselben fünften in “ 


gerader Linie liegen, 


‘ 
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kannten allgemeinen Relationen verificiert werden. Daran 
schliesst sich die Behandlung einer Reihe von Spezialfällen 
sowie weiterer durch die Natur der Aufgabe nahegelegter 
Fragen, insbesondere auch die Uebertragung der Verwandt- 
schaft auf eine Fläche zweiten Grades. Mehrfach ist eine 
und dieselbe Frage sowohl analytisch wie syntetisch be- 
handelt worden; dies geschah einerseits, um die Macht 
beider Methoden zu erproben, andererseits aber, um eine 
erhöhte Gewähr für die Richtigkeit der gefundenen Resultate 
zu erhalten. 
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Entwicklung der Transformationsgleichungen. 


Es seien «a und ß die gemeinsamen Grundpunkte der 
Kegelschnittbüschel B, und B,; y und © seien die beiden 
weiteren Grundpunkte von B,, e und » die von B,, ferner 
sei der Schnittpunkt der beiden Verbindungsgeraden 7% 
und ep. 


Wir wählen das Koordinatendreieck so, dass die Ecke 
11|0|00 ina, 0| 110 in und 0O|O | 1 inyY liegt. Da 
x und 6 sowie e und mit 0 | O0 | 1 sich auf einer Ge- 
raden befinden, so müssen die beiden ersten Koordinaten 
von 6 resp. © mit denen von y resp. = übereinstimmen. 
Haben nun y, ©, e, » die Koordinaten: 


nIlerls: nn |, alals, als |9; 
so besitzen die einzelnen Verbindungsgeraden von je zweien 
der sieben Punkte folgende Gleichungen: 


BSR -0l, yet, —- Ly=0 


= 
BEL, =0, BER; y=0, Pr=Xıp — Ks, = 0 

Die Gleichung jedes Kegelschnittes von B, ist von der 
Form; | 


(aß) yd) — x (ar) (Pd) = 0, 


Ber re 


worin (aß), ...... die linken Seiten der Gleichungen der 
Verbindungsgeraden aß, . . . . sind. Soll ein solcher 
Kegelschnitt S, einen Punkt x (x, |x, | x,) der Ebene ent- 
halten, so muss 


CHE DE CHEIDIE 

sein, worin (aB)', . . . . die Resultate der Substitution von 
x, für X, in (aß), .... ... sind. : Die Gleichung dos dureh x 
in B, bestimmten Kegelschnittes S, lautet also: 


s_ ad) _ CI 
17 (ae) and)‘ 


In B, sondert x ebenfalls einen einzigen Kegelschnitt 
S, aus, dessen Gleichung analog ist: 
2 ) oO > 


.. Be) _ en 
- (as) (Be)  Aasr (Bo) 


Die beiden Kegelschnitte 5, =0 und 5 =0 schneiden. 
sich ausser in «a und 8 noch in x und einem sich mit x 
ändernden Punkte y (y; | Ya | Ya), dessen Koordinaten als 
Funktionen von x; darzustellen sind. Fasst man 5, =(0 und 
S,=0 als Bestimmungsgleichungen für X; == yı auf, so 
sind die beiden Lösungen die Koordinaten der ausserhalb 
von # und 5 gelegenen Schnittpunkte x und y. Diese 
Gleichungen lauten: 


& 
5, 


Ya (y are 1) ! a (&ı rn 
NY ul ur) U un Ya) 
aa Ve) X (X 8 — Xg&,) 


(Yı 93 — Ys&ı) (Ya8s y,) Ra rze)u &) 


Setzt man darin: 
8 eh Kuh, Beh bh, ben hs 
Bag hg, ER KH, Haug — KH 
so folgt: | 
Y’'YıYa X gı -Yoys Yıdı —Yıls Yes tYıy 135 ug 0, 


Dr ex 7 .m “co .u mn en en ® . — 
Yo, HH Ya -Yy ss u tun aa su 


[0] 


worin noch: 
sang : Beistfı FB, 
eg — ug, LEI Kg: Tgıge It. 
Eliminieren wir nun hieraus 1: und andererseits y, Ya, 
wobei wir zur Abkürzung folgende Grössen einführen: 


Gast laghn ah) BFrrrnrhnfih— an), 
Ca — YgEs PaBats — 2 1303 8ı da, Cp — Tıta Fagadı — Sı 13 819, 


fg] 8, 1305 — YıYa8z ?5, 
so erhalten wir zunächst: | 
Ya’ X 8185 FT Yoys'Ca + Yıya'C, — 0 
und 
Yıya 918, IF yys ca Fyıy a0 
Aus der ersten dieser beiden Gleichungen ergiebt sich: 


EINLEL GT YaRz8rgef 
Vase RTaTS 
und auch: 
Yr at Ya X gr 89f. 
C; 


pP 


ee 


Durch Einsetzen dieser Werte in die zweite Gleichung 
erhalten wir: 

Yı gi golarg ft yıys @HgarRPrC,— C% 0; I 

Yr8gı821% = 0 
und 
Yet, -ym)T 
Ysfı9a% 0. 

Diese Gleichungen liefern die Koordinaten derjenigen 
beiden Punkte, in denen sich 5, =0 und 5, =0 ausser in 
a und 8 noch schneiden. Da x(x, |x, |x,) einer dieser 
Punkte ist, so muss 

Re 
y & 
eine Lösung der ersten und 


a 


eine der zweiten Gleichung sein. Die linken Seiten beider 
Gleichungen werden sich daher in je zwei Faktoren zerlegen, 
von denen der eine yA\X; —YsX, bei der ersten und X, — 3% 
bei der zweiten lautet. Durch Vergleichung der Koöffi- 
zienten ergiebt sich für die zweiten Faktoren: 

% 818,16, 


Yı' ag 9 T—-)- x, 


Ya Ta, = En = 
woraus 
Yı _ 4% una 2 _%% folgt. 
Ys Ca Yy 8% 

Ehe wir hieraus die Transformationsgleichungen ent- 
nehmen, wollen wir die Grössen C,, €, Co, cg untersuchen. 
Nach den Definationsgleichungen stellen ec, =0, 
c‚=0 Kurven ‘dritter Ordnung dar, die durch jeden der 
sieben Punkte a, ... . db, laufen. Denn ,=0 unds 0 
sind Kegelschnitte von B,, 8 =0 und s,=0 gehören dem 
Büschel B, an und g, = 0 stellt die Gerade y5 dar, während 
9%, =0 zo bedeutet. Die Koordinaten eines jeden der sieben 
festen Punkte annullieren daher die linken Seiten der obigen 
vier Gleichungen. 

Die Kurve c, = 0 enthält aber alle Punkte der Geraden 
x,=0. Denn setzt man in ihrer Gleichung ,=0, so 
lautet sie: 


4 En TREUE) SCREEN ur) 0 
Infolgedessen zerfällt die Kurve in die Gerade JB=x,=0 
und den durch a, y, 6, @ und © gehenden Kegelschnitt 
=». 
Analog wie: 
= N'X' Su 
ist, ergiebt sich: 


ee: 


B) 


worin 8, =0 den durch 8, v, , e und o laufenden Kegel- 
schnitt bedeutet. | 

In g,5 hat x,?x, den Koeffizienten „3%, IN 88, 
aber <,y5%. Deshalb enthält ce, = 1,23 93 89851 — 11395 81% 
kein Glied mit x,? mehr, d.h. 8 (0 | 1| 0) ist Dappel- 
punkt der Kurve dritter Ordnung ca =0, die durch ihn 
und ihre sechs einfachen Punkte «a, y, 6, &, 2, d eindeutig 
bestimmt ist. 

Analog erkennt man, dass die Kurve @,„ =O in einen 
Doppelpunkt hat. 


TEN, y: i 

Die anfangs für A und gewonnenen Werte nehmen 

Ys Ys 
nun die Form an: 

NE er Of 
Ys Cu 
y .. BB ’Sy 
Y3 0 


Daraus folgt: 


Ya =C6,'6g 


| 

Die Koordinaten des Punktes y lassen sieh somit als 
ganze und rationale Funktionen 6. Grades von denen des 
Punktes x darstellen. 

Jedem Punkte x der Ebene ist eindeutig ein Punkt y 
zugewiesen als. vierter Schnittpunkt der beiden durch x in 
B, und B, festgelegten Kegelschnitte. Jedem so erhaltenen 
Punkte y entspricht in derselben Weise wieder jener Punkt x. 
Für xi ergeben sich wegen dieser involutorischen Zuordnung 
Funktionen 6. Grades von y;, die aus den soeben gefundenen 
durch Vertauschung von x; mit y; und umgekehrt hervor- 
gehen. 


a 


82 
Bestimmung der Hauptpunkte und Hauptkurven. 


Durchläuft nun y die Gerade 
HATT, 
so bewegt sich der jeweilig entsprechende Punkt x auf der 
Kurve: | 
a," Yı'Xg8,Cp T Ag 'Sy Ya X SB Cat ag 'C„ep = O, 
wobei wir von jetzt an xi als laufende Koordinaten ansehen 
wollen. Diese Kurve 6. Ordnung geht durch alle sieben 
Punkte a, B,....., d, deren Koordinaten sowohl ce als 
3 annullieren und daher auch der obigen Gleichung/ge- 
nügen. Day, 6, es, 2 auch Punkte von s = 0 und = 0 
sind, so sind jene vier Punkte Doppelpunkte der Kurve 
6. Ordnung. « ist Doppelpunkt auf cz = 0, ferner ein ein- 
facher Punkt von u = 0, 5. =0, c,=0; seine Koordinaten 
annullieren die linke Seite also sogar dreifach. Dasselbe 
thun die Koordinaten von ß, der ein einfacher Punkt von 
%=0, 8 =0, ca=0 und Doppelpunkt von c;—=0 ist. 
x und 3 sind daher dreifache Punkte auf der Kurve 6. Ord- 
nung. Durch db dagegen geht die Kurve nur einmal. 
Bewegt sich die Gerade: 
Kara une 
ın der Ebene, sind also die ai variabel, so stellt die Gleichung 
a, °& JR" Su'lg Ay '&gY5 "X "89°64 7 290.09 = 0 
das Netz der Kurven 6. Ordnung dar, das dem Strahlen- 
felde der Ebene entspricht. Alle jene Kurven gehen dreimal 
durch a und ß, zweimal durch 7, 6, es, © und einmal durch 
db. Das erwähnte Netz wird durch die sieben Punkte a, 
od in der angeführten Vielfachheit eindeutig bestimmt. 
Ausser ihnen, die 35 von den möglichen Schnittpunkten 
zweier Kurven des Netzes repräsentieren, haben die letzte- 
ren dann nur noch einen variablen gemeinsam; dieser entspricht 
dem Schnittpunkte derjenigen beiden (Geraden, aus denen 
jene Kurven 6. Ordnung hervorgingen. 


FR 


Die vorliegende Verwandschaft ist eindeutig, rational 
und umkehrbar, ferner findet in ihr durchweg involutorisches 
Entsprechen statt; ‚sie ist eine involutorische Cremonasche 
Transformation 6. Ordnung und besitzt: 

in ° a und qq zwei dreifache, 

in 7, 6, e und 2 vier doppelte Hauptpunkte und 

in Ü einen einfachen Hauptpunkt, 
wie soeben gezeigt wurde. 

Dem . gemeinsamen Elemente zweier (reraden, d.h. 
ihrem Schnittpunkt, entspricht immer das (Gebilde, das die 
beiden zugehörigen Kurven 6. Ordnung ausserhalb der 
Hauptkurven noch gemeinsam haben, d. h. ihr 36. Schnitt- 
punkt. Einer Geraden durch # ist die Kurve 

Ca (Ag Yp&2X3 85 T Az 5) = 0 
zugeordnet, die in die beiden Kurven dritter Ordnung 

h Ca=D und dyY2, "X, S; 70, =0 

zerfällt. Einer anderen (Geraden durch a ist analog die in 
C. =0 und b,y%'%8; rb,og = 0 

degenerierende Kurve zugewiesen. Die beiden erzeugenden 
Geraden treffen sich in «, diesem Punkte ist das Gebilde 
zugeordnet, welches die beiden Kurven 6. Ordnung zemein- 
sam haben, d.h. die (Gresamtheit der Punkte von ca = 0. 
Analog entspricht 3 das Continuum der Punkte von e;=0, 
Jedem der beiden dreifachen Hauptpunkte gehört 
als Hauptkurve die Kurve dritter Ordnung zu, die ihn 
selbst zum Doppelpunkte hat, und je einmal durch 

die übrigen sechs geht. 

Als eigentliches der Geraden ,9,+2,%=0 ent- 
sprechendes Gebilde bleibt die Kurve dritter Ordnung: 

Ag 9 YgXz Sg T Ay Cy — 0 
übrie. Sieht man a, und a, als variabel an, so folgt daraus: 
Den Strahlen des Büschels um einen der dreifachen 

Hauptpunkte gehören die Kurven dritter Ordnung 

eines Büschels zu; alle haben im anderen «lreifachen 


Punkte einen Doppelpunkt und gehen je einmal durch 
den ersten dreifachen sowie die vier doppelten Haupt- 
punkte*). 

Bewegt sich x auf der Verbindungsgeraden eines drei- 
fachen und eines doppelten Hauptpunktes, z. B. auf ay, so 
zerfallen alle Kegelschnitte von B, in ay und 36; der zux 
zugehörige Punkt y muss daher 85 durchlaufen. Die nach 
obigem Satze der Geraden ay zugewiesene Kurve dritter 
Ordnung besteht deshalb aus 85 und den durch a, 8, y, & 9 
gehenden Kegelschnitt. Ebenso zerfällt die der Geraden ßy 
entsprechende Kurve in «5 und denselben Kegelschnitt. Der 
letztere ist also die zu y gehörige Hauptkurve. 

Jedem der vier doppelten Hauptpunkte entspricht 
als Hauptkurve der Kegelschnitt, den er aus dem- 
jenigen Büschel von B, resp. B, ausscheidet, zu dessen 
Grundpunkten er selbst nicht gehört. 


Als eigentliche «y resp. 5y zugewiesene Kurven bleiben - 


nur die Geraden 85 resp. «6 übrig; d.h. 

Der Verbindungsgeraden eines dreifachen und eines 
doppelten Hauptpunktes entspricht die Verbindungs- 
verade des zweiten dreifachen mit demjenigen doppelten, 
der demselben Büschel B, resp. B, als Grund- 
punkt angehört **). Ä 
Der Geraden ab =x,=.0 entspricht die Kurve 6. Ord- 

nung, die in: 
I Oi Re 
zerfällt. Die zu Bd) =x, = 0 Kurve zerspaltet sich in 
6 = ee) 
Dem Schnittpunkte d beider Geraden ist daher x, = 0 
zugeordnet. | | 

Dem einfachen Hauptpunkte entspricht als Haupt- 
kurve die Verbindungsgerade der beiden dreifachen 
Punkte. | 
") Vel99. Not, 

**) Vgl. 83 No. 4. 
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$ 3. 
Ableitung der gefundenen Beziehungen auf 
synthetisch-geometrischem Wege. 


Durch einen beliebigen Punkt x der Ebene wird in B, 
und B, je ein Kegelschnitt festgelegt; beide schneiden sich 
ausser in a, 3 und x noch in einem Punkte y. Um die 
Kurve zu ermitteln, auf der y sich bewegt, wenn x eine 
Gerade g durchläuft, wählen wir in der Ebene noch eine 
ganz beliebige Gerade 1 und untersuchen, wie oft der dem 
Punkte x entsprechende Punkt y auf 1 zu liegen kommt. 
Diese Punkte sind die Schnitte von | mit der von y er- 
füllten Kurve; ihre Anzahl giebt die Ordnung der 
letzteren an. 

Jedes der beiden Büschel B, und B, schneidet auf | 
eine Punktinvolution ein. Ein Punkt £, der zur ersten von 
beiden gehört, bestimmt einen einzigen Kegelschnitt im 
Büschel B,. Dieser begegnet g in zwei Punkten, die je einen 
Kegelschnitt aus B, aussondern. Diese beiden Kegelschnitte 
endlich treffen ]1 in vier Punkten, die so dem Punkte & zu- 
geordnet sind. Analog erkennt man sofort, dass auch jedem 
Punkte ” der zweiten Involution vier Punkte der ersten ent- 
sprechen. Die beiden Punktreihen befinden sich deshalb in 
einer Korrespondenz [4, 4]. 

Die 8 Coincidenzelemente dieser Verwandschaft sind die 
Punkte, die | mit der erzeugten Kurve gemeinsam hat; die 
letztere ist somit von der &ten Ordnung. Unter diesen Coin- 
cidenzelementen befinden sich aber stets der Schnittpunkt p 
von l und g sowie s von l und aß. 

Durch p ist ein Kegelschnitt in B, festgelegt, der g 
ausser in p noch in p' trifft. 2 und p' bestimmen zwei 
Kegelschnitte in B,, die lin den vier zu p gehörigen Punkten 
schneiden. Einer davon fällt immer mit p zusammen, so 
dass p ein Coincidenzpunkt ist. 

s dagegen sondert in B, den zerfallenden Kegelschnitt 
aus, der aus den Geraden aß und yö besteht, die g in u 
und v treffen. v bestimmt dann einen Kegelschnitt in B,, 

2 


SUSE DU an 


der durch u in B, festgelegte aber zerfällt in das Geraden- 
paar aß und eo. 1 wird dadurch in zwei Punkten geschnitten, 
von denen der erste wieder nach s fällt. Mithin ist auch 
os als Coineidenzelement erkannt worden. 

Von der zu g gehörigen Kurve Ster Ordnung C® sondern 
sich also stets die beiden Geraden g und aß ab. Als eigentlich 
entsprechendes Gebilde bleibt nur eine Kurve 6ter Ordnung 
C8 übrig. 

Um die Eigenschaften von C® zu ermitteln, geben wir 
der Geraden 1 besondere Lagen. Läuft 1 durch einen der 
beiden gemeinsamen Grundpunkte von B, und B,, etwa 
durch «, so schneiden B, und B, parabolische Involutionen 
auf ] ein, deren gemeinsamer Centralpunkt « ist. Ein be- 
liebiger Punkt £ von |, als zur ersten gehörig betrachtet, 
bestimmt einen Kegelschnitt in B,, durch dessen zwei Schnitt- 
punkte mit g zwei Kurven in B, festgelegt werden. Von 
ihren Schnittpunkten mit I fällt aber immer je einer wieder 


nach a, so dass dem Punkte e nur die beiden übrig bleibenden 


entsprechen. Umgekehrt sind auch jedem Punkte der zweiten 
Involution nur zwei Punkte der ersten zugewiesen. Zwischen 
beiden Punktreihen besteht daher eine Korrespondenz [2, 2]. 
Ihre vier Coincidenzelemente sind die vier von « verschiedenen 
Schnitte von C® mit Il. Die vier übrigen müssen daher in « 
liegen, d.h. a ist ein vierfacher Punkt von Ü?. Da nun aß 
wohl zu C®, nicht aber zu C° gehört, so ist « ein dreifacher 
Punkt von C®. Analog erkennen wir, dass C° auch dreimal 
durch ß geht. 

Legen wir 1 durch einen von a und ß verschiedenen 
Grundpunkt der beiden Büschel, z. B. durch y, so schneidet 
die Gesamtheit der Kegelschnitte von B, eine parabolische 
Involution mit dem ÜCentralpunkte y auf l ein. Ein beliebiger 
Punkt e bestimmt einen Kegelschnitt in B,, dieser liefert 
zwei Punkte auf g und somit zwei Kegelschnitte von B,, 


die 1 in den vier zu y gehörigen Punkten treffen; alle vier 


sind von y verschieden. Ein Punkt „ der zweiten Reihe 
auf 1 sondert aus B, einen Kegelschnitt aus, dessen Schnitte 
mit g zwei Elemente von B, festlegen. Aber diese beiden 
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Kurven schneiden | in je zwei Punkten, von denen immer 
einer mit y zusammenfällt. Jedem Punkte der ersten Reihe 
sind also vier Punkte der zweiten, jedem der zweiten da- 
gegen nur zwei der ersten zugeordnet. Zwischen beiden 
Reihen besteht somit eine Verwandschaft [2, 4]. Ihre sechs 
Coincidenzelemente sind die von y verschiedenen Schnitte 
von C® mit 1; y muss die zwei noch übrigen in sich ver- 
einigen. Daabery weder auf g noch aut aß liegt, so ist er 
ein Doppelpunkt von C®. Dieselbe Eigenschaft besitzen ana- 
log die Punkte 6, sg, £. 

Geht 1 schliesslich durch den Schnittpunkt 4 von yß 
und eo, so schneiden B, und B, auf 1 zwei Punktreihen 
ein, die sich in einer Korrespondenz [4, 4] befinden. Unter 
den acht Coincidenzelementen befindet sich stets . Denn 4 
sondert aus B, den zerfallenden Kegelschnitt aus, der aus aß 
und y6 besteht, wobei g von yßin A,, von aß inA, getroffen 
wird. Während der durch A, in B, bestimmte Kegelschnitt 
in zwei Punkten sehneidet, die keine spezielle Lage ein- 
nehmen, degeneriert der durch A, festgelegte in die Geraden 
es und aß, die lin y und einem weiteren Punkte schneiden. 
% ist daher einer der sechs von p und os verschiedenen 
Coineidenzpunkte, d. h. ein einfacher Punkt auf (C®. 

Einer beliebigen Geraden der Ebene entspricht in der 
vorliegenden Verwandschaft stets eine Kurve 6ter Ord- 
nung, die je dreimal durch « und ß, zweimal durch 
Y, 6, &, © und einmal durch % läuft. 

Während einem beliebigen Punkte der Ebene immer 
nur ein einziger anderer entspricht, ist jedem der sieben 
Fundamentalpunkte die Gesamtheit der Punkte einer be- 
stimmten Kurve zugewiesen, deren Ordnung mit seiner Viel- 
fachheit übereinstimmt. 

Rückt x in einen der dreifachen Punkte z. B. nach a, 
so bestimmt jede seiner unendlich nahen Lagen an a eine 
gewisse Richtung durch a. Der zugeordnete Punkt ist nun 
der letzte Schnittpunkt zweier Kegelschnitte von B, und B,, 
die sich in« in der gegebenen Richtung berühren. Alle 
so gefundenen Punkte «’' dann erfüllen eine Kurve dritter 
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Ordnung. Denn ist 1 wieder eine ganz beliebige Gerade, so 
schneiden die beiden Kegelschnittbüschel zwei Punktinvolu- 
tionen auf ihr ein. Jeder Punkt £ der ersten sondert einen 
einzigen Kegelschnitt in B, aus. Dann ist in B, nur ein 
einziger vorhanden, der ihn in a berührt; er trifft 1 in den 
beiden zu & gehörigen Punkten „, und n,. Analog sind 
jedem Punkte der zweiten Involution zwei Punkte der ersten 
zugeordnet. Zwischen den beiden Punktreihen auf 1 besteht 
daher eine Verwandtschaft |2, 2]. Jeder der vier Coincidenz- 
punkte ist einer der Punkte a’, d.h. »' erfüllt eine Kurve 


4ter Ordnung (%. 


Eines der vier Öoincidenzelemente ist jedoch stets der 
Schnittpunkt s von 1 und aß. Denn o bestimmt als Punkt 
der ersten Reihe den in a3 und 7ö zerfallenden Kegelschnitt 
von B,; der ihn in « berührende Kegelschnitt von B, de- 
generiert in aß und ep. Diese Geraden treffen 1 in den 
zu s gehörigen Punkten; einer von ihnen fällt aber mit o 
zusammen. Von Ü? scheiden sich mithin die Punkte der 
Geraden aß ab. Als eigentliches dem Punkte # entsprechendes 
Gebilde bleibt nur noch eine Kurve dritter Ordnung („ 
zurück. 


C„ geht zunächst durch jeden der vier Punkte y, 8, g, ©. 
Legt man nämlich 1 durch einen von ihnen, z.B. durch y, 
so entstehen durch B, und B, wieder zwei parabolische In- 
volutionen auf l. Ein Punkt E der ersten Reihe bestimmt 
einen Kegelschnitt in B,; diesen berührt in a ein einziger 
von B,, der 1 in den beiden zu £ gehörigen Punkten n, 
und rn, schneidet. Auch ein Punkt „ der zweiten Reihe 
sondert einen Kegelschnitt aus B, aus, der analog einen 
einzigen in B, festlegt. Der letztere trifft aber | in zwei 
Punkten, von denen einer mit y zusammenfällt. Einem 
Punkte der zweiten Involution entspricht somit nur ein 
einziger von y verschiedener der ersten. Zwischen beiden 
Punktreihen besteht eine Verwandtschaft [1, 2], deren drei 
Coineidenzelemente die von y verschiedenen Schnitte von U 
und 1 sind. Der vierte Schnittpunkt liegt also in y. Da 


a 2, Yen 


nun y kein Punkt von aß ist, so muss er ein einfacher 
Punkt von Ü„ sein. 

d gehört der Kurve ebenfalls an. Denn legen wir 1 
durch ihn, so schneiden B, und B, auf ıhr zwei Punktreihen 
ein, die sich in einer Verwandtschaft [2, 2] befinden. Eines 
der vier darin vorhanden Coincidenzelemente ist jedoch U 
selbst. Er scheidet aus B, den in dö und aß zerfallenden 
Kegelschnitt aus; der zugehörige in B, degeneriert in aß 
und eo, so dass von den Schnitten mit 1 wieder einer nach 
$d zu liegen kommt. Da nun % nicht der Geraden ap an- 
gehört, so muss er auf, liegen. 

Durch 5 läuft die Kurve ebenfalls einmal. Legen wir 
l durch ß, so schneiden B, und B, parabolische Involutionen 
auf l ein, deren gemeinsamer Centralpunkt 5 ist. Ein 
Punkt £ der ersten bestimmt einen Kegelschnitt von B, und 
damit auch einen einzigen ihn berührenden von B,, der | 
ausser in 3 nur noch in einem anderen Punkte trifft. Ana- 
log ist jedem Punkte der zweiten Involution nur ein einziger 
der ersten zugeordnet. Die beiden Coincidenzelemente der 
so hergestellten Verwandtschaft |l, 1] sind die von 5 ver- 
schiedenen Schnitte von 1 mit C*. Die beiden fehlenden 
müssen in 5 liegen. Da er jedoch ein Punkt der abgesonderten 
Geraden aß ist, so geht Ü„ nur noch einmal durch ihn. 

In « jedoch hat C„ einen Doppelpunkt. Legt man | 
durch a, so werden von B, und B, wieder parabolische In- 
volutionen mit dem gemeinsamen Centralpunkte «& auf] aus- 
geschnitten. Ein beliebiger Punkt £ der ersten bestimmt einen 
Kegelschnitt von B, und dieser einen in B,. Von dessen 
Schnitten mit 1 fällt einer nach o, so dass & nur ein einziger 
anderer Punkt zugewiesen ist. Ebenso entspricht jedem Punkte 
der zweiten Reihe nur ein Punkt der ersten. Von den zwei 
Coincidenzelementen dieser Verwandtschaft [1, 1] fällt eins 
noch nach x in den an a in der Richtung von 1 unendlich 
benachbarten Punkt &. &, sondert nämlich aus B, den 
Kegelschnitt aus, der l in « berührt. Der zugehörige in 
B, berührt 1 ebenfalls und hat ausser « mit | nur noch &, 
gemeinsam. Folglich liegt der zu &, zugeordnete Punkt 
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wieder in &,, d. h. &, ist ein Coincidenzpunkt. C* hat also 
mit 1 ina drei Punkte gemeinsam, einer davon ist als Punkt 
von aß anzusehen, C„ besitzt daher in « einen Doppelpunkt 

Den einfach unendlich vielen Richtungen durch einen 
der dreifachen Hauptpunkte entsprechen die einfach 
unendlich vielen Punkte der Kurve dritter Ordnung, 
die ihn selbst zum Doppelpunkte hat und durch die 
sechs übrigen Hauptpunkte läuft. 

Rückt x an einen der doppelten Hauptpunkte unendlich 
nahe heran, so bestimmt jede dieser Lagen einen Kegel- 
schnitt in dem Büschel, zu dessen Grundpunkten er gehört. 
Im anderen Büschel aber sondert x stets einen und denselben 
Kegelschnitt aus, auf dem der zu x zugeordnete Punkt y 
liegt. 

Den einfach unendlich vielen Richtungen durch einen 
der doppelten Hauptpunkte entsprechen die einfach 
unendlich vielen Punkte des Kegelschnittes, den er aus 
demjenigen Büschel ausscheidet, zu dessen Grundpunkten 
er selbst nicht gehört. 

Jede der unendlich nahen Lagen von x an ' bastimmt 


einen zerfallenden Kegelschnitt in jedem der bein Büschel. 


Der vierte zugeordnete Schnittpunkt zweier solchen wird 
auf der ihnen gemeinsamen (Geraden «aß unbestimmt. 
Dem einfachen Hauptpunkte entsprechen die Punkte 
der Verbindungsgeraden der beiden dreifachen Haupt- 
punkte. 


85. 
Einander zugeordnete Gebilde. 

In der vorliegenden Transformation entspricht einer 
Kurve nter Ordnung stets eine Kurve 6nter Ordnung, die 
önmal durch a sowie B, je 2nmal durch y, ©, e p und nmal 
durch % geht. Läuft jedoch eine Kurve nter Ordnung xmal 
durch einen Afachen Hauptpunkt, so zerfällt die erzeugte Kurve 
6nter Ordnung in die »fach zu zählende Kurve Ater 
Ordnung, die zu jenem Hauptpunkte gehört, und in 
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eine Kurve (6n—Ax)ter Ordnung. Während die vollständige 
Kurve nAmal durch jenen Hauptpunkt läuft, geht die letztere 
nur (nA—yv)mal duich ihn, wobei v die Zahl der Vielfach- 
heit des Hauptpunktes auf der ihm entsprechenden Haupt- 
kurve bedeutet. 

Um die Aufsuchung von solchen Kurven zu erleichtern, 
die speziellen Linien zugewiesen sind, werde ich für jeden 
folgenden Satz ein kleines Schema aufstellen, an dem sich 
die Ordnung der verlangten Kurve sowohl wie die Zahl ihrer 
Durchgänge durch die einzelnen Hauptpunkte erkennen lässt. 
Die erste Zeile enthält zunächst die Ordnungszahl der er- 
zeugenden Kurve, daneben die der vollständigen erzeugten 
die so oft durch denjenigen der Punkte «a, 8, ... ., ' laufen 
muss, wie die unter dem betreffenden Buchstaben stehende 
Zahl angiebt. Für eine (Gerade lautet sie: 


Die zweite Zeile nennt zuerst den Hauptpunkt, durch 
den die erzeugende Linie geht, dann die Ordnung der durch 
ihn abgesonderten Hauptkurve nebst der Zahl der Vielfach- 
heit obiger Punkte auf ihr. Für eine (erade durch « würde 
sie nun lauten: 
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Die zu der eigentlich entsprechenden übrig bleibenden 
Kurve gehörigen Ziffern finden wir jetzt einfach dadurch 
dass wir die Zahlen der zweiten Zeile von denen der ersten 
subtrahieren. So ergiebt sich im vorliegenden Falle: 
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Diese Zeile deutet der folgende Satz: 
l. Den Strahlen des Büschels um einen der dreifachen 
Hauptpunkte entsprechen die Kurven dritter Ordnung 
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eines Büschels, dessen Grundpunkte die dreifachen und 
die doppelten Hauptpunkte sind; der jeweilige zweite 
dreifache ist dabei ein Doppelpunkt für alle Kurven 
des Büschels*). 

Analog ergeben sich folgende Zuordnungen: 


aprdepb 
vll 8 22.201 
"ol 11.0200 
Ba 2 01 2410001 


Jeder Geraden durch einen der doppelten Hauptpunkte 
entspricht eine Kurve 4ter Ordnung; diese hat je einen 
Doppelpunkt in den beiden dreifachen und demjenigen 
doppelten Hauptpunkte, der auf der Verbindungsgeraden 
des obigen mit dem einfachen liegt; ferner geht sie je 
einmal durch jeden der vier übrigen. 
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Den Strahlen des Büschels um den einfachen Haupt- 

punkt entsprechen die Kurven Ödter Ordnung eines 

3. Büschels, dessen Grundpunkte die sechs übrigen Haupt- 

punkte als Doppelpunkte, er selbst ausserdem als ein- 
facher Punkt bilden. 


Läuft eine Linie durch mehrere Hauptpunkte, so spalten 
sich von der erzeugten Kurve alle zu ihnen gehörigen Haupt- 
kurven so oft ab, wie dıe Linie den betreffenden Haupt- 
punkt enthält. Im Schema treten dann statt der zweiten 
Zeile mehrere auf; von den Ziffern der ersten Zeile ist nun 
immer die Summe der darunter angeführten zu subtrahieren. 
Dadurch ergeben sich folgende Sätze: 


») Vgl. $ 2, Seite 16. 


Der Verbindungsgeraden eines dreifachen Hauptpunktes 

mit einem doppelten entspricht die Verbindungsgerade 

4. des anderen dreifachen mit demjenigen doppelten, der 

auf der Verbindungslinie des ersten doppelten mit dem 
einfachen liegt*). 
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Der Verbindungsgeraden eines dreifachen Haupt - 
5. punktes mit dem einfachen ist der Kegelschnitt durch 
die fünf übrigen zugeordnet. 
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Der Verbindungsgeraden zweier doppelten Haupt- 

(6. punkte, die verschiedenen Büscheln als Grundpunkte 

angehören, entspricht der Kegelschnitt durch die fünf 
übrigen Punkte. 


”) Vgl. $ 2, Seite 16. 
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Der Verbindungsgeraden eines doppelten Hauptpunktes 
7. mit dem einfachen, auf der stets noch ein doppelter 
liegt, sind die Punkte derselben Geraden zugewiesen. 


Ist die erzeugende Kurve ein Kegelschnitt, der durch 
vier oder fünf der Hauptpunkte läuft, so erhält man nach 
demselben Verfahren folgende gegenseitige Zuordnungen: 
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Einem Kegelschnitt durch die beiden dreifachen und 

zwei solche doppelte Hauptpunkte, deren Verbindungs- 

8. gerade nicht durch den einfachen ‘läuft, entspricht ein 

Kegelschnitt durch die beiden einfachen und die zwei 
anderen doppelten Hauptpunkte. 
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Einem Kegelschnitt durch die beiden dreifachen, einen 
doppelten und den einfachen Hauptpunkt gehört eine 
Kurve dritter Ordnung zu; sie hat in demjenigen 
doppelten Hauptpunkte einen Doppelpunkt, der auf der 
Verbindungslinie des obigen mit dem einfachen liegt, 
und geht durch die übrigen doppelten und die drei- 
fachen Punkte. 
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Dem Kegelschnitt durch die beiden dreifachen, den 
einfachen und zwei solche doppelte Hauptpunkte, deren 
Verbindungsgerade nicht durch die einfachen geht, 
entspricht die Verbindungsgerade der beiden anderen 
doppelten, 
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Einem Kegelschnitte durch einen dreifachen und drei 
doppelte Hauptpunkte gehört eine Kurve dritter Ordnung 
zu, die im anderen dreifachen einen Doppelpunkt hat, 
durch den zweiten dreifachen, den einfachen und drei 
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doppelte Hauptpunkte läuft, nämlich durch den vierten 
Il. vorhin übrigen und diejenigen beiden anderen, deren 
Verbindungsgerade durch den einfachen geht. 
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Einem Kegelschnitte durch einen dreifachen, den ein- 
fachen und zwei doppelteHauptpunkte, deren Verbindungs- 
gerade nicht durch den einfachen läuft, ist eine Kurve 

12. 4ter Ordnung zugewiesen, die einmal durch dieselben 
vier Punkte geht und in den drei übrigen je einen 
Doppelpunkt besitzt. 
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Einem Kegelschnitte durch die vier doppelten Haupt- 
punkte entspricht eine Kurve vierter Ordnung durch 
13. dieselben vier Punkte, die ausserdem in den beiden 
dreifachen und dem einfachen je einen Doppelpunkt 
besitzt. 


.Bpröcoy 
2»j12]6 6 44442 
a ER ALHT VI 
Ya RBOTTT 0 
BL ORT 10 
eur 101. 100,9 
© 2:71:11 1.1 0 10 
1110100090 ı 


Dem Kegelschnitte durch einen dreifachen und die 
I4. vier doppelten Hauptpunkte ist die Verbindungsgerade 
des anderen dreifachen und des einfachen zugeordnet. 
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Jeder Kurve dritter Ordnung des Netzes, dessen Grund- 
15. punkte die sieben Hauptpunkte sind, ist eine Kurve 
desselben Netzes zugewiesen. (Vgl. $ 5). 
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Dem Büschel von Kurven dritter Ordnung, die alle 
durch die dreifachen und doppelten Hauptpunkte gehen 
und in einem der letzteren einen Doppelpunkt haben, 
entspricht das [Kegelschnittbüschel durch die beiden 
dreifachen, den einfachen und denjenigen doppelten 
Hauptpunkt, der auf der Verbindungsgeraden des obigen 
Doppelpunktes mit dem einfachen liegt. 
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Dem Büschel von Kurven dritter Ordnung, die durch 
die beiden dreifachen, den einfachen und drei doppelte 
Hauptpunkte laufen und in demjenigen der letzteren 
einen Doppelpunkt haben, auf dessen Verbindun:sgeraden 
mit dem einfachen Punkte kein Kurvenpunkt mehr 
liegt, entsprechen die Kurven dritter Ordnung eines 
Büschel$s, dessen Grundpunkte der vorhin fehlende 
doppelte Hauptpunkt als Doppelpunkt und die übrigen 
mit Ausnahme desjenigen bilden, der vorhin gemeinsamer 
Doppelpunkt war. 
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Jeder Kurve dritter Ordnung durch den einfachen 
und die vier doppelten Hauptpunkte, die ausserdem in 
dem einen dreifachen einen Doppelpunkt hat, entspricht 
eine Kurve dritter Ordnung durch dieselben ersten fünf 
Punkte, die aber ihren Doppelpunkt im anderen dreifachen 
Hauptpunkte besitzt. 


Aus dem Charakter der vorliegenden Transformation 
geht hervor, dass alle die bisher gefundenen Zuordnungen 
auch umgekehrt gelten. Jedem Punkte der zweiten Kurve 
ist immer ein Punkt der zuerst genannten zugewieseu. So 
ist auch z. B. 10. die Umkehrung von 6., 14. von 5. und 
16. von 9. Den soeben angeführten Beziehungen noch neue 
hinzuzufügen, würde zu weit führen. 


$5. 


Sich selbst entsprechende Elemente. 


Ist S, ein beliebiger Kegelschnitt des Büschels B,, so 
schneiden die Kegelschnitte von B, auf S, eine Involution 
ein, deren Doppelpunkte in der vorliegenden Verwandtschaft 
sich selbst entsprechen. Solche Coincidenzpunkte ergeben 
sich, sobald ein Kegelschnitt des. einen Büschels vom zu- 
geordneten des anderen Büschels berührt wird. Es handelt 
sich nun darum, die Ordnung der von diesen sich selbst 
entsprechenden Punkten erfüllten Kurve, der Coincidenzkurve 
C, zu ermitteln. 

Sie schneidet S, in zwei Punkten, die im allgemeinen von 
&, B, y, 5 verschieden sind; ihr Verhalten in diesen vier 
Punkten bedarf einer besonderen Untersuchung. Wählen 
wir & als ersten davon, so ist die Frage zu beantworten, 
wie oft es vorkommt, dass die beiden von « und 3 ver- 
schiedenen Schnittpunkte zweier Kegelschnitte aus B, und 
B, sich in « vereinigen, oder wie viele Paare von Kegel- 
schnitten in B, und B, vorhanden sind, die sich in « drei- 
punktig berühren. 

Es sei t ein beliebiger durch «& laufender Strahl; es 
giebt dann in B, und B, je einen Kegelschnit, der t in « 
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berührt. Diese beiden Kegelschnitte haben ausserdem noch 
S-und einen anderen Punkt x gemeinsam. Verbinden wir x 
mit « durch die Gerade p, so ist jedem Strahle t eindeutig 
ein Strahl p zugeordnet. 


Um zu erkennen, wie viele Strahlen t einem Strahle p 
zugehören, nehmen wir auf einem beliebigen p einen Punkt : 
an; durch ihn ist ein Kegelschnitt von B, bestimmt. In B, 
giebt es dann einen einzigen Kegelschnitt, der den letzteren 
in x berührt; er schneidet p im allgemeinen in dem von & 
und £ verschiedenen Punkte y. 
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und r, erfüllen auf p eine quadratische Involution, die 
zwei Doppelpunkte besitzt. Einer von diesen fällt jedoch nach ». 
Denn sobald Z nach « rückt, ist auch , in diesem Punkte 
gelegen; beide Kegelschnitte berühren p ina. Es giebt 
also in B, und B, nur noch ein einziges weiteres Paar von 
Kegelschnitten, die sich in « berühren und ausserdem in 
einem auf p gelegenen Punkte schneiden. Die gemeinsame 
Tangente t ist die einzige zu p zugeordnete Gerade. 


Die Beziehung zwischen p und t ist daher eine Ver- 
wandschaft [1, 1]. Es sind darin 2 Coincidenzelemente vor- 
handen und somit in B, und B, 2 Paare von in a 
osculierenden Kegelschnitten. Die Coincidenzkurve läuft 
also zweimal durch a. 


/wei in «a osculierende Kegelschnitte berühren sich 
ausser in «x in dem zu « unendlich benachbarten Punkte, 
der auf den Osculationstangente liegt. Die letztere hat daher 
mit der Coincidenzkurve Ü zwei unendlich nahe Punkte ge- 
meinsam. Die Tangenten der beiden in « osculierenden 
Kegelschnittpaare aus B, und B, sind also zugleich Tangenten 
der beiden durch « laufenden Zweige von Ü. Da sie aber 
in x auch Tangenten der Hauptkurve (C.„ sind, die zu & 
gehört, so erkennen wir, dass sich die Coincidenzkurve und 
Ö„ in ihrem gemeinsamen Doppelpunkte « mit beiden 
Zweigen berühren. 


Dasselbe gilt analog für 5, den zweiten gemeinsamen 
Grundpunkt von B, und B,. 
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Durch y ist eindeutig ein Kegelschnitt in B, festgelegt, 
es giebt dann in B, nur einen einzigen, der ihn in y. berührt. 
y ergiebt sich daher als einfacher Punkt der Coincidenzkurve. 
Dasselbe gilt von 8, eg, 2. 


Auf dem durch y in B, bestimmten Kegelschnitte S-, 
schneiden die Kegelschnitte von B, ersichtlich eine jpara- 
bolische Involution ein. Während früher auf jedem Kegel- 
schnitte die auf ihm eingeschnittene Involution zwei gesonderte 
Doppelpunkte besass, sind diese jetzt in y vereinigt. Die 
Verbindungslinie derselben geht nun in die in y an Sy, ge- 
legte Tangente über. Als Verbindungslinie zweier unendlich 
benachbarter Punkte der Coincidenzkurve ist sie aber auch 
Tangente an diese, d.h. 


Die Coineidenzkurve berührt in jedem der doppelten 
Hauptpunkte der Transformation die dazu gehörige Haupt- 
kurve, nämlich den Kegelschnitt, den er aus demjenigen der 
Büschel B, resp. B, aussondert, zu dessen Grundpunkten er 
nicht gehört. 


Auf dem beliebigen Kegelschnitt S von B, liegen nun 
zunächst die beiden Doppelpunkte « und B, sowie die beiden 
einfachen Punkte y und 5 der Coincidenzkurve Dazu 
kommen noch die beiden Doppelpunkte der von B, auf 8 
eingeschnittenen Involution. S wird somit zusammen in 8 
Punkten getroffen, die Coineidenzkurve ist also eine Kurve 
4. Oranung. 


Jedes der Büschel B, und B, enthält 3 in Geraden- 
paare zerfallende Kegelschnitte. Betrachten wir von ihnen 
zunächst diejenigen vier, zu denen nicht die Gerade aß ge- 
hört, so ist stets der Schnittpunkt eines solchen Geraden- 
paares ein Punkt der Öoincidenzkurve. Denn er bestimmt 
in dem jeweiligen anderen Büschel einen einzigen Kegel- 
schnitt, der mit dem Geradenpaare ausser « und B nur 
diesen einen Punkt gemeinsam hat, in dem sich zwei ein- 
ander entsprechende vereinigen. Wir erhalten somit 4 neue 
Punkte der Kurve als Schnittpunkte der Geradenpaare: 
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ay und ßö 
«Ö und By 
ae und By 
ap und Be 


Die beiden noch übrigen Geradenpaare «5 und yö sowie 
«B und ey bestimmen 4 Punkte der Kurve. Denn den in 
a5 und yö zerfallenden Kegelschnitt von B, berühren aut 
yö 2 Kegelschnitte des Büschels B,, nämlich in den Doppel- 
punkten der Involution, die durch die Elemente von B, auf 
yö eingeschnitten wird. Wir erhalten somit 2 neue Punkte 
der Coincidenzkurve auf yö und analog 2 auf ey. 

Weitere Punkte lassen sich mit Hilfe der in $4 her- 
geleiteten Beziehungen finden. Der Verbindungslinie von b 
mit & oder B gehört der Kegelschnitt durch die 5 übrigen 
Hauptpunkte zu. Die beiden Schnitte dieses Kegelschnittes 
mit jener Geraden müssen daher entweder sich selbst oder 
sich gegenseitig entsprechen. Wäre das letztere der Fall, 
so müssten die beiden Kegelschnitte, die der eine in B, 
und B, festlegt, sich in jenem zweiten Punkte schneiden. 
Da nun aber auf der Verbindungsgeraden der beiden Punkte 
noch ein dritter Punkt der beiden Kegelschnitte liegt, näm- 
lieh & resp. 8, so müssten beide Kegelschnitte zerfallen in 
die Gerade selbst und in yö resp. eo, was aber bei un- 
abhängiger Lage der Hauptpunkte unmöglich ist. Wir er- 
halten somit auf jeder der Geraden a und BL zwei neue 
Punkte der Coincidenzkurve. 

Der Verbindungslinie von y oder © mit e oder 9 ent- 
spricht der Kegelschnitt durch die 5 übrigen Hauptpunkte. 
Jede solche Gerade trifft den zugehörigen*) Kegelschnitt in 
zwei Punkten. Würden diese beiden sich gegenseitig ent- 
sprechen, so müssten die Kegelschnitte, die der eine in B, 
und B, festlegt, mit jener Geraden je drei Punkte gemein- 
sam haben. Sie müssten also in diese Gerade und in eine 
andere zerfallen, auf der die beiden dreifachen nnd die 
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beiden übrigen doppelten Hauptpunkte liegen würden. Das 
ist aber unmöglich, die erwähnten Schnittpunkte entsprechen 
also sich selbst. Da es ferner vier Verbindungslinien der 
angegebenen Art giebt, so erhalten wir 8 neue Punkte der 
Coincidenzkurve. 

Für die in der Verwandschaft sich selbst entsprechenden 
Punkte ist: 

Yı:Jg:Y3 7 X1:X9:X3 

Die (leichung der Coineidenzkurve ergiebt sich dadurch 
aus den 'T'ransformationsgleichungen in der doppelten Form 

et ED Ce 
05% —,HYK’g 0 

Beide Gleichungen sind identisch, die Glieder der zweiten 
haben nur durchweg das entgegengesetzte Vorzeichen wie 
die der ersten. Zum Nachweis dieser Thatsache multipli- 
zieren wir die linken Seiten noch mit x, X, und zeigen, dass 
deren Summe identisch O0 wird. Da nach $1 

= 8 Yıfı Se und 
a Be: 
ist, so lautetet die Summe: 
Bere ax X? — KK? — Co Xı X” 
= Yg&g PyXy”Rg 999g — Ey YgOg X "Xp 914 T YıSs PaXıXg "8a Sı 
— & Ya X Xp ’8189 — & Yı YaX2 Xg” 81 Sg 
T YıSıtgXoXg’g9 4 — &aYı YaXı Ko" gr Sa 
T YaSı&9X, Xg” 99% 
= — Hl FE H)YzHLX, T YıYaXs”) 
Fgo(YıRaSı F YaXı 33) (Es Pa XıXy T 818%”) 

Nennen wir die letzten Faktoren der beiden Produkte p 
und q und setzen in den mittleren für s,,...s, die Werte 
aus $S 1 ein, so erhalten wir: 

— Sı [X 89 (&ı 85% +, Pal) F 284 8ehP 
+ Bol gı(YıYaXe FT Ya 5X) t 818585] 4 
= 8183 [Q'(YıYsXoX T Ya 5X X3 T 8385) 


— Pe) 55 XgXg T 85 P5 X X, + gu Bo] 
H*% 
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Darin ist aber unter Benützung der Werte aus $ 1 
8385 =P — Yıla%a %s 
gu =4 — EıC3doXs — Pa kı X; 

Wir erkennen also, dass die Summe identisch ver- 
schwindet. 

Die angeführten Gleichungen der Coincidenzkuryve 
zeigen ebenfalls, dass Ü von der 4ten Ordnung ist. C hat 
in « und B je einen Doppelpunkt, da in der Gleichung 
Grössen mit 9, 8% 45 %- fehlen. : Durch dene 
nicht, da ein Glied mit x,* auftritt. Dagegen enthält C 
die Punkte y, ©, &, 9, weil deren Koordinaten c,, CS, 8 
annullieren. Auch die vier Schnittpunkte von , =0 und 
s„—0 sowie u, =0 und s; = 0 liegen auf ihr, wie sich so- 
fort aus den obigen Gleichungen ergiebt. 

Wir wollen noch die Schnittpunktsysteme der Coin- 
cidenzkurve Ü mit den wichtigsten in der Transformation 
auftretenden Kurven untersuchen. 

Die Hauptkurve dritter Ordnung (, schneidet sie in 
12 Punkten, von denen je einer in y, 5, e. p liegt, 2mD 
und 6 in « sich befinden. Denn in « berührt C, beide 
Zweige von C. Die 6 Hauptpunkte ausser ) bilden also 
das vollständige Schnittsystem von C, mit C und analog von 
C, mit C. 

Jeden Hauptkegelschnitt trifit C in 8 Punkten. Davon 
liegen je 2 in« und 9, 2 ausserdem in dem doppelten 
Hauptpunkte, zu dem der Kegelschnitt gehört, und je einer 
in den beiden weiteren Hauptpunkten, durch die er geht. 
Ausserhalb der Hauptpunkte hat also C keinen Schnittpunkt 
mit einem Hauptkegelschnitt gemeinsam. 
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Der Kegelschnitt s, =0 wird von C in 8 Punkten ge- 
troffen, von denen 2 in « und je einer in y, 8, &, o liegt. 
Die beiden weiteren sind die vorhin auf dß erkannten Coin- 
cidenzpunkte. Analog wird s,=0 von C 2mal in $, je 
einmal in y, ö, e, p- und in 2 Punkten von db«& geschnitten. 

Jede beliebige Gerade g der Ebene wird von C in 
4 Punkten getroffen. Durch sie muss auch die Kurve (C® 
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hindurchgehen, die der Geraden g in der Transformation 
entspricht. Die beiden noch übrigen Schnittpunkte von C® 
und g müssen sich daher gegenseitig in der Verwandtschaft 
entsprechen. Wir finden somit: 

Jede Gerade der Ebene wird von der ihr entsprechen- 
den Kurve 6lter Ordnung in 6 Punkten geschnitten, 
von denen 4 zugleich auf der Coincidenzkurve liegen 
und die beiden übrigen sich gegenseitig entsprechen. 


6$ und © schneiden sich in 24 Punkten. Davon liegen 
je 6 in« und 3 sowie je 2 in y,ö,e,9. Die noch übrigen 
4 befinden sich zugleich auf der Geraden g, der C® in der 
Transformation entspricht. 

Bertini*) hat gezeigt, dass in einer involutorischen 
Transformation, deren Ordnung höher als 2 ist, mindestens 
eine Hauptkurve durch den Hauptpunkt läuft, zu dem sie 
gehört. Betrachtet man dann alle Kurven derselben Ord- 
nung, die durch dieselben Hauptpunkte gehen, den obigen 
aber einmal weniger enthalten, so bildet deren Gesamtheit 
ein System, das in der Verwandtschaft sich selbst entspricht. 

Unter den Hauptkurven kommen hier diejenigen in Be- 
tracht, die den dreifachen und den doppelten Hauptpunkten 
zugeordnet sind. Als erstes System ergiebt.sich das Netz 
der Kurven dritter Ordnung**), die einmal durch alle 7 Haupt- 
punkten laufen. Aus der von Geiser***) aufgestellten Verwandt- 
schaft ıst sofort ersichtlich, dass jedem Punkte einer solchen 
Kurve ein anderer Punkt derselben Kurve entspricht. Denn 
legen wir durch die 7 Fundamentalpunkte und einen be- 
liebigen achten Punkt der Kurve eine neue Kurve, so hat 
diese mit der ersten noch einen neunten gemeinsam, welcher 
dem achten zugeordnet ist. Das muss offenbar auch 
für den hier behandelten Spezialfall gelten. Da nun DT 
sowohl wie db, e, p, in gerader Linie liegen, so müssen die 
Schnittpunkte zweier Kurven des Systems einerseits mit «, ß, 


”) E. Bertini: „Ricerche sulle trasformazioni univoche involu- 
torie nel piano“. Annali di Mat. VIII, 255. 
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N 


&, 9, und anderseits mit &, 3, y, ö, auf einem Kegelschnitte 
liegen. Legen wir also durch einen Punkt einer Kurve des 
Systems die Kegelschnitte aus B, und B,, so ist deren letzter 
Schnittpunkt wieder ein Punkt jener Kurve. In der vor- 
liegenden Transformation wird daher iede Kurve des Systems 
in sich selbst überführt, jeder Kegelschnitt von B, oder B, 
schneidet sie in zwei einander entsprechenden Punkten. 

Mit der Concidenzkurve C hat jede dieser Kurven 12 
Punkte gemeinsam, von denen je zwei in «a nnd $, je einer 
in: y, 5, &, 9, liegt. In jedem der übrigen 4 sich selbst 
entsprechenden Punkte der Kurve wird [diese dann von den 
zugehörigen Kegelschnitten aus B, und B, berührt, d. h. 


Unter den Kegelschniten von B, und B, giebt es 
vier Paare, die eine beliebige durch die 7 Hauptpunkte 
gelegte Kurve dritter Ordnung und zugleich sich selbst 
berühren. 

Ein zweites einfacheres System sich selbst entsprechender 
Kurven bilden die Kegelschnitte eines jeden der beiden 
Büschel B, und B,, wie aus der Definition der Verwandt- 
schaft sofort hervorgeht. Insbesondere erzeugen sich darin 
die beiden Geraden y 5 und e » wieder, die als Teile von 
zerfallenden Kegelschnitten der beiden Büschel erkannt wurden. 


S 6. 
Zerlegung der Transformation. 


Jede Uremonasche 'Transformation lässt sich durch eine 
Reihe aufeinanderfolgender quadratischer Transiormationen 
erzielen. Denn unter den Hauptpunkten der ersteren giebt 
es immer mindestens drei derartige, dass die Summe r +8 
+t der Zahlen ihrer Vielfachheit grösser als die Ordnung 
n ist. Wählt man diese Punkte als die drei Hauptpunkte 
einer quadratischen Transformation, so wird durch die 
letztere jede Kurve nter Ordnung, die in der ursprünglichen 
einer (Greraden entspricht, in eine Kurve von der Ordnung 
2n—r—s—t <n übergeführt. Durch eine neüe qua- 
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dratische Transformation, deren Hauptpunkte wieder in viel- 
fachen Punkten der erhaltenen Kurve liegen, lässt. sich 
deren Ordnung abermals erniedrigen. Dieses Verfahren er- 
giebt schliesslich als zugeordnete Kurve eine Gerade. 

Die Zerlegung der von uns behandelten Transformation 
6ter Ordnung hat schon Bertini allgemein angegeben“). 
Wählen wir etwa einen der vier doppelten Hauptpunkte, 
7. B. y als Pol einer quadratischen Inversion, deren Grund- 
kegelschnitt y& und yB in «& resp. 5 berührt und durch Ö 
läuft, so geht durch diese erste quadratische Inversion eine 
Kurve 6ter Ordnung, die einer (Geraden der Ebene ent- 
sprach, zunächst in eine solche 12ter Ordnung über, die 
je 6mal durch «, 3, y läuft. Von ihr sondern sich aber 
die Geraden ya und yB je dreimal, ferner «3 zweimal ab, 
so dass nur eine Kurve 4ter Ordnung bleibt, die nicht 
mehr durch y, je einmal durch «, B, d' und je zweimal 
durch &, e', o' läuft, wobei d', e‘, 9' die den Punkten 4, 
€, » entsprechenden sind. 

Vollziehen wir nun eine zweite quadratische Trans- 
formation, z. B. eine Inversion, deren Pol ö ist und deren 
Grundkegelschnitt öe' und Sp‘ in e' resp. p' berührt sowie 
durch d' läuft. Dann wird die gefundene Kurve 4ter Ord- 
nung in eine solche Ster Ordnung übergeführt, die vier- 
mal durch 5, e', 2' und einmal durch W', «“, 8" geht. Da 
sich aber die Seiten des Dreiecks ©, e', p' zweifach von ihr 
abspalten, so ergiebt sich nur ein Kegelschnitt, der dem 
Dreieck U' «“ 5'' umbeschrieben ist. 

Dieser Kegelschnitt nun wird durch eine letzte qua- 
dratische Transformation, deren Hauptpunkte W, «' 
3" sind, in eine Gerade der Ebene übergeführt. 

Die vorliegende Transformation lässt sich auch durch 
die Aufeinanderfolge zweier kubischen erreichen. Wählen 
wir & als doppelten und 8, y, 5, e als einfache Haupt- 
punkte einer solchen, so geht eine Kurve 6 ter Ordnung, die 
einer (reraden entsprach, zunächst in eine Kurve l1öter 


) 
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Ordnung über, die 12mal durch « und je 6mal durch 8, 
y, 6, e läuft. Da sich aber dreimal der Kegelschnitt durclı 
&, B, y, d, e, dreimal die Gerade «ß und je zweimal die 
Geraden ay, «©, «we davon absondern, so erhalten wir nur 
eine Kurve dritter Ordnung, die in 9° einen Doppelpunkt 
hat und einmal durch b‘, y, 5, e läuft. 

Durch eine zweite kubische Transformation, deren 
Fundamentalpunkte p' als Doppelpunkt und W‘, y, 5, e als 
einfache Punkte sind, wird die gefundene Kurve dritter 
Ordnung in eine Gerade transformiert. 


ST. 
Zugeordnete Punkte in zwei gleichartigen Ver- 
wandtschaften. 


Wird in derselben Ebene ausser der bisher betrachteten 
Transformation durch zwei andere Büschel B, und B, mit 
denselben gemeinsamen Grundpunkten «&, 5 noch eine zweite 
Verwandtschaft hergestellt, so entsteht die Frage, ob bezw. 
wie oft es vorkommt, dass zwei Punkte für beide Verwandt- 
schaften einander zugeordnet sind. 


Wir wollen der Betrachtung ein Koordinatendreieck zu 
Grunde legen, dessen erste Ecke O0 | O | 1 ganz beliebig sei, 
während die beiden anderen wieder « (1 | 0] 0) und B 
(0 | 1 | 0) seien. Die Gleichung eines jeden Kegelschnittes 
der vier Büschel ist dann von der Form | 

Ba DER PORN 

Jedes der vier Büschel soll durch zwei seiner Kegel- 

schnitte bestimmt werden und zwar 
B, durch = 9%’ 7a, Tb Ss ran 0, 
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B, durch SS 0ondo, 0 , deren 
Gleichungen analog gebaut sind. Ebenso seien ' | 
B, durch 5, =0 und 9=0 und 


B, durch 5=0 und 8=0 definiert. 
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Durch jedes Punktepaar x, y der gesuchten Art geht 
zunächst je ein Kegelschnitt von B, und B,; die Gleichung 
des ersteren sei Ss, tI1%,=0 , die des zweiten 

Ss; tus, =0 -; Durch x und y 
muss jedoch auch stets ein Kegelschnitt von B, und DB, 
hindurchgehen. Beide erscheinen nun als Kegelschnitte 
des Büschels, dessen bestimmende Elemente 

5, FI =0 

Stu, =0 sind. 

Die Gleichung des ersten von ihnen besitzt daher die 
Form 

SF) tv Fe) =0 
DES ABs VS el , worin 
EB pP = uv ist. 

Als Kegelschnitt von B, muss sich seine Gleichung 
aber auch durch S, und S, darstellen lassen; es besteht so- 
mit eine Identität von der Form 

Ss FT, v9, +pS, +59, +79, =0. 

Daraus folet 

ERENTO el 

TA TVs, tTp, +5, +7, =0 h 

(2) Mad sevh obs obe tra bel 
ET Le A Re ee, 

Der durch x und y laufende Kegelschnitt von B, hat 

zunächst die Gleichung 
SI) tV Ss treS,)>0 
Se) ES N a , worin 
(3) pP =uv' ist. 
Hier besteht nun die Identität 
IRB TUNER SFT EN 
aus der analog wie oben die Gleichungen 

a aa A ah Feder re 

ur, TTV trete 0 
(4) Mara ben vb trp.bi 8 ba eh, 0 

BC VW Der 
folgen. 
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Die 8 Gleichungen (2) und (4) zwischen den neun 
Variablen A, v, v', p, p', 8, 5, r, T' gestatten, eindeutig v, 
v, p, p' als Funktionen von X zu bestimmen; es ergeben 
sich Werte von der Form 

v=mi+n hin - 
a a pa 
Aus (1) und (3) folgt 
vp —pv’=0 oder 

(mitn)pAtgq)—- mıtn)piIrqy=0 
woraus wir zwei Werte von A, nämlich %, und %,, er- 
halten. Dadurch werden aus B, zwei Kegelschnitte aus- 
geschieden; jedem gehört ein einziger von BD, zu, der durch 
ED 2 ..Bo De 
Ma en 
bestimmt ist. Die beiden Paare der von «& und ß ver- 
schiedenen Schnittpunkte dieser Kegelschnittpaare sind 
Punktepaare der gesuchten Art. Daher giebt es zweimal ein 
Punktepaar, das mit « und 5 sowie je einem von vier wel- 
teren Punktepaaren auf einem Kegelschnitte liegt. 

Berechnen wir aber p und v allein aus (2) mit Hilfe 
von A, 


p=pAtgq „v=mi+tn 
und damit u = Bar so sind 
yeah 
die von & und B verschiedenen Schnittpunkte von 
Ss FI, =0 sowie 
SlmATDI SS Dir 0 
dann jedesmal zwei Punkte, die ausser auf Kegelschnitten 
von B, und B, auch auf einem solchen von B, liegen, durch 
die jedoch noch keiner von B, geht. Die Gleichung des 
Ortes solcher Punktepaare ergiebt sich durch Elimination 
von A aus den beiden genannten Beziehungen und lautet 
G=Y m, — 28), PP 4) =. 
Der Ort für alle Punktepaare, die zugleich auf je einem 
Kegelschnitte von B,, B, und B, liegen, ist eine Kurve 
vierter Ordnung (,, die in «x und B Doppelpunkte besitzt 
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und je einmal durch die weiteren Grundpunkte y, &, eg, 9, 
r', 5 läuft. | 

Für die Punktepaare, die zugleich auf je einem Kegel- 
schnitte von B,, B, und B, liegen, ergiebt sich eine analoge 
Kurve 4 ter Ordnung mit der Gleichung 

DE SHMIDE TED EDER N, wel) 

Sie geht durch y, 8, e, 9, e', 9' je einmal und hat 
Doppelpunkte in « und ®. 

C, und C, treffen sich in 16 Punkten, von denen in 
« und 8 zusammen 8, in y, ö, e, g zusammen 4 liegen. 
Die vier noch übrigen bilden die beiden vorhin gefundenen 
Punktepaare, deren Elemente in beiden Verwandtschaften 
einander zugeordnet sind. 

Auch auf synthetisch geometrischem Wege gelangen wir 
zu denselben Ergebnissen. Wir betimmen die erste Ver- 
wandtschaft durch die Büschel B, und B,. deren Grundpunkte 
&, B, y, © und «a, 8, e, » seien. Die zweite Verwandtschaft 
sei durch die Kegelschnittbüschel B, und B, hergestellt, 
deren gemeinsame Grundpunkte wieder & und 5 seien, die 
weiteren Grundpunkte von B, seien y' und 6‘, die von b, € 
und g'. 

Zunächst giebt es offenbar auch Punkte, die in beiden 
Transformationen sich selbst entsprechen, nämlich die Schnitt- 
punkte ihrer beiden Coincidenzkurven 4. Ordnung. Beide 
haben in a und 3 je einen Doppelpunkt; sie schneiden sich 
also ausser In « und 5 noch in 8 weiteren Punkten. 

Auf einem beliebigen Kegelschnitt S, in B, schneiden 
die Kegelschnitte von B, sowohl wie von B, je eine In- 
volution ein; beide Involutionen haben ein,Punktepaar & x ge- 
meinsam, und dieses ist das einzige Punktepaar auf S;, 
dessen Punkte sich in der durch B, und B, bestimmten 
Transformation entsprechen. Durchläuft nun S, das ganze 
Büschel B, , so erfüllen diese Punktepaare eine Kurve (,- 
Es handelt sich darum, deren Ordnung zu bestimmen. G, 
schneidet einen beliebigen Kegelschnitt S, von B, zunächst 
in dem Punktepaar &r. Ferner läuft C, auch durch die 
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beiden von & und B verschiedenen Grundpunkte von B,. Denn 
dem Punkte y‘ entspricht in der Verwandtschaft ein Punkt v/, 
durch den ein Kegelschnitt von B, eindeutig bestimmt ist. 
Auf diesem Kegelschnitte ist dann y' „‘ das Punktepaar, das die 
Kurve C, erzeugt. C, geht also durch y‘ und analog durch ©'. 


C, geht ferner durch jeden der von « und B ver- 
schiedenen Grundpunkte von B, und B,. Denn dem Punkte 
y entspricht in der Verwandtschaft der durch «, ß, y, 8, 9 
laufende Kegelschnitt S,. Durch y ist aber auch ein ein- 
ziger Kegelschnitt jn B, bestimmt, der S, ausser in a, B 
und y noch in einem Punkte r, schneidet, so dass y und n das 
auf C, gelegene Paar bilden, d. h. Cs läuft durch y und 
analog durch ö, e, 2. | 


Um zu finden, wie oft C, durch « oder $ läuft, haben wir 
zu untersuchen, wie oft einer der beiden Punkte £, r, nach 
x oder ß fällt, wenn 8, sich im Büschel B, bewegt. (, er- 
scheint aber auch als Ort der Punktepaare, durch die je 
ein Kegelschnitt der drei Büschel B,, B,, B, läuft. Wir 
haben bei dieser Auffassung die Frage zu beantworten, wie oft 
es vorkommt, dass drei sich in « oder B berührende Kegel- 
schnitte der Büschel B,, B,, B, noch durch einen und den- 
selben von « und ß verschiedenen Punkt laufen. 


Die vierten Schnittpunkte aller Kegelschnittpaare von 
B, und B,, die sich in & berühren, erfüllen die Hauptkurve 
3. Ordnung Ü«, die in der Transformation dem dreifachen 
Hauptpunkte & entspricht. Jeder durch & gezogene Strahl t 
legt als Tangente betrachtet je einen Kegelschnitt in B, 
und B, fest und bestimmt so einen Punkt u von Ca. Die 
Gerade t berührt aber auch einen einzigen Kegelschnitt von 
B,, der Ca ausser in « und B noch in 3 anderen Punkten 
Vs Vo, v, trifft. Zwischen den Punkten » und v von (x ist 
dadurch eine Korrespondenz[l, 3] hergestellt, die 4Coincidenz- 
punkte besitzt. Von ihnen sind 2 in « selbst gelegen. 
Denn in & osculieren zweimal zwei Kegelschnitte aus B, 
und B,, sie berühren die Tangenten des Doppelpunktes «& 
von Ca. Jedesmal giebt es dann einen Kegelschnitt in B;, 
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der dieselbe Gerade in « und daher auch Cx in & berührt. 
So sind also 2 Coineidenzen in « erkannt worden. 

C, geht mithin zweimal durch & und analog zweimal 
durch 8, ferner durch die von « und 5 verschiedenen Grund- 
punkte y' und ©‘ von B, und schneidet, wie anfangs be- 
merkt wurde, jeden Kegelschuitt dieses ° Büschels noch in 
2 weiteren Punkten. (C, ist also eine Kurve 4. Ordnung, 
die durch y, ö, e, 9, y', 5‘ läuft und ausserdem in « und 
3 je einen Doppelpunkt besitzt. 

Zwischen den Punkten von C, ist eine eindeutige he 
torische Verwandtschaft festgelegt; je zwei Punkte sind da- 
bei einander zugeordnet, die sich in der durch B, und B, 
bestimmten Transformation entsprechen. Die Coincidenz- 
punkte dieser Verwandtschaft auf C, sind dann offenbar die 
Punkte, in denen sich drei Kegelschnitte aus den Büscheln 
B,, B,, B, in einem von & und 8 verschiedenen Punkte be- 
rühren. Alle Punkte nun, in denen sich zwei Kegelschnitte 
von B, und B, berühren, erfüllen die Coincidenzkurve der 
ursprünglichen Transformation. Ihre Schnittpunkte mit C, 
sind also die erwähnten Coincidenzen der Verwandtschaft 
auf (,. Beide Kurven sind aber von der 4. Ordnung, beide 
haben je einen Doppelpunkt in x und 5 und gehen je ein- 
mal durch y, ©, e, 2. Von den 16 überhaupt vorhandenen 
Schnittpunkten sind daher 12 in diesen 6 Punkten gelegen. 
Ausserhalb derselben giebt es somit noch 4 Coineidenzen 
auf C,. 

In drei Kegelschnittbüscheln mit zwei gemeinsamen 
Grundpunkten giebt es 4 Tripel von Kegelschnitten, 
die sich in einem von den Grundpunkten verschiedenen 
Punkte berühren. 


Nehmen wir nun in der Ebene noch ein viertes Kegel- 
schnittbüschel B, an, dessen Grundpunkte wieder & und 
sowie zwei weitere Punkte e‘ und x‘ sind, so giebt es analog 
wieder einfach unendlich viele Tripel von Kegelschnitten in 
B,, B,, B,, die sich ausser in « und ß noch in je einem 
und demselben Punktepaare schneiden. Diese Pnnktepaare 
erfüllen auch hier eine Kurve 4. Ordnung Ü,, die in « und 
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ß “ einen Doppelpunkt hat und je einmal durch y, 8, e, 
oe, con amt. 

0, und ©, schneiden sich in 16 Punkten, von denen offen- 
bar 12 in«, 8, y, © 3, 9 liegen. Es sei nun E einer der 
4 weiteren Schnittpunkte. Dann entspricht ihm in der durch 
B, und B, festgelegten Verwandtschaft ein einziger Punkt. 
Dieser muss aber sowohl wieder auf C, als auch auf C, 
velegen sein, d. h. einer der 5 weiteren Schnittpunkte von 
C, und Ü, sein. (, und Ö, schneiden sich also ausser in 
den Grundpunkten der Büschel noch zweimal in zwei ent- 
sprechenden Punkten der durch B, nnd B, erzeugten Trans- 
formation. Durch jedes dieser Punktepaäre geht aber auch 
ein Kegelschnitt von B, sowie von B,, das Punktepaar ist 
also anch ein solches, dessen Punkte sich in der analogen 
durch B, und B, hergestellten Verwandtschaft entsprechen. 
Wir finden somit: 

Sind in der Ebene zwei Verwandtschaften der ange- 
gebenen Art durch die Büschel B, und B, sowie B, und B, 
festgelegt, so giebt es zwei Paare von Punkten, die sich 
gleichzeitig in jeder dieser beiden Verwandtschaften ent- 
sprechen. 

Mit Hilfe der vier Kegelschnittbüschel B,, B,, B,, B, 
lassen sich aber 6 Verwandtschaften der angegebenen Art 
aufstellen, so dass das eben gefundene Ergebniss allgemeiner 
lautet: 

Sind in einer Ebene vier Kegelschnittbüschel mit 2 
gemeinsamen Grundpunkten gegeben, so erzeugen je zwei 
von ihnen eine Cremonasche Transformation der behandelten 
Art. Es giebt dann in der Ebene zwei Paare von Punkten, 
die sich in jeder dieser 6 Verwandtschaften entsprechen. 

Es giebt mithin in der Ebene nur zwei Punktepaare, 
die aus jedem von vier Kegelschnittbüscheln mit 2 gemein- 
samen Grundpunkten je einen Kegelschnitt aussondern 

Sind insbesondere die beiden gemeinsamen Grundpunkte 
« und B die imaginären Kreispunkte der Ebene, so uEmmd 
obiger Satz die Form an: 

Es giebt in der Ebene nur 2 Punktepaare, von denen jedes 
mit jedem von 4 festen Punktepaaren auf einem Kreise liegt, 
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Reduktion der Transformation auf eine solche ter 


Ordnung. 


Die bisher behandelte Transformation lässt sich redu- 
zieren auf eine solche niederer Ordnung, sobald wir den 
Hauptpunkten spezielle Lagen geben. Nach den von Uremona 
und Cayley gegebenen Tabellen muss die übrig bleibende 
Transformation dann, sofern sie nicht ausartet, eine der 
folgenden sein: 


Ordnung 2| 3|4 14 15 Id 6 
einfache |3]4]3 6]3 0] ı 
doppelte Jolıl3.0|3/6|4 
dreifache [0|0|o ı|ı 0] 


Zahl der 
Fundamentalpunkte 


museum um ur a nz un m 


In der That wird sich jede dieser Transformationen, 
zuweilen sogar mehrfach, als Spezialfall der ursprünglichen 
erkennen lassen. 


) 
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Die erste Reduktion soll dadurch vorgenommen werden, 
dass wir die Verbindungsgerade «5 durch ı laufen lassen, 
Von der Kurve 6ter Ordnung, die bisher einer Geraden der 
Ebene entsprach, sondert sich nun die Gerade «Bd ab. Als 
zugeordnetes Gebilde bleibt eine Kurve 5Ster Ordnung, die 
in @, 3, Y, ö, p je einen Doppelpunkt besitzt. Die ursprüng- 
liche Transformation hat sich somit auf eine solche 5 ter Ordnung 
mit 6 doppelten Hauptpunkten reduziert. ) ist aus der 
Reihe der letzteren ausgeschieden, jedem von ihnen ent- 
spricht der Kegelschnitt durch ihn selbst und diejenigen 4 
weiteren Hauptpunkte, die nicht auf seiner Verbindungs- 
geraden mit b liegen. Alle in $ 4 erwähnten Beziehungen 
bleiben erhalten, sofern nicht die betreffenden Kurven die 
Gerade «3 absondern müssen, falls dies durch die Zahl 
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ihrer Punkte auf dieser Geraden bedingt wird. So entspricht 
z.B. der Verbindungslinie zweier Doppelpunkte, auf der b 
nicht liegt, die Verbindungslinie derjenigen beiden doppelten, 
die sich auf den Verbindungsgeraden von d mit jenen be- 
finden. Denn der ursprünglich zugewiesene Kegelschnitt”) 
sondert die Gerade a5) ab, weil er drei Punkte mit ihr 
gemeinsam hat. Die Coincidenzkurve sondert die Gerade «3 
ab, es bleibt eine Kurve dritter Ordnung übrig, die je ein- 
mal durch «, ß, y, 5, e, x und "b geht. 
2 

Die Transformation geht in eine solche Ster Ordnung 
mit einem dreifachen, drei doppelten und drei einfachen 
Hauptpunkten über, wenn wir die Vielfachheit eines dreifachen 
und zweier doppelter um je 1 erniedrigen. Zu diesem 
Zwecke brauchen wir nur diese drei Punkte auf einer Ge- 
raden anzunehmen. Dann sondert jede Kurve 6ter Ordnung 
der ursprünglichen Transformation diese Gerade ab. Wir 
wollen dabei zunächst den dreifachen Punkt auf der Ver- 
bindungslinie zweier solchen doppelten annehmen, die nicht 
mit $d in einer Geraden liegen. Wählen wir z.B. B auf ös, 
so entspricht jeder Geraden der Ebene nun eine Kurve dter 
Ordnung, die dreimal durch «&, je zweimal durch 3, y, @ 
und je einmal durch 5, e, d läuft. Zu« gehört die frühere 
Hauptkurve dritter Ordnung, den drei doppelten Punkten 
3, y, x sind der Reihe nach die Kegelschnitte zugewiesen, 
die durch d, e, Saus dem durch «, 5, y, » bestimmten Büschel 
ausgeschieden werden, und den drei einfachen Punkten 5, e, ı 
entsprechen der Reihe nach die Verbindungsgeraden von & 


mit 9, y, P. 
Um die zugehörigen Transformationsgleichungen aus 


den ursprünglichen zu erhalten, haben wir darin 3, = 2 
1 

zu setzen, da Yı&3 — ÖzE, = 0 ausdrückt, dass 5 auf de liegt. 

Dadurch zerfallen Sg und 6 Mi: 


*, 84 No. 6. 
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= 71Yi (K8 — X 8%,)’|X, (eg Ya — Pays) 
+ fa —YH)TtBleY -- SYD 


REN ER 
=. (Ks — 3) | X Y3 Ps (Ya&ı — Yız) 
&; 


RX, Yısı(Y3 Pa — Yatg) FT XıXs Ya&z (&ı Ya — Yıpa)] 


d.h. sz in die (reraden deß und Yp sowie cz in die Gerade 
öeß und den durch «, 8, y, @, b gehenden Kegelschnitt. 
In allen drei Transformationsgleichungen tritt nun rechts 
der Faktor x,&; — X,:, auf, sodass alle Kurven 6ter Ord- 
nung die Gerade 35= absondern, woraus sich das oben Ge- 
sagte ergiebt. 

Auch die Coincidenzkurve enthält die ganze Gerade Bös, 
wie man aus ihrer Gleichung: 


ae et 9 &9Xy "85 =) 


erkennt. Die übrig bleibende Kurve dritter Ordnung hat « 
zum Doppelpunkte und geht je einmal durch 8, y, 9, den 
Schnittpunkt von ba und yp sowie die beiden Punkte, in 
denen dB den durch «&, y, 5, eg, 9 gelegten Kegelschnitt 


trifit,. 


3. 


Hätten wir den einen dreifachen Hauptpunkt auf die 
Verbindungsgerade zweier doppelter gelegt, die auch db ent- 
hält, ginge also z. B. dyö durch 8, so artet die Transfor- 
mation aus. Einem beliebigen Punkte der Ebene entspricht 
stets ein Punkt jener Geraden, allen Punkten eines zu B, 
gehörigen Kegelschnittes ist ein und derselbe Punkt auf yö 
zugeordnet, nämlich sein zweiter Schnittpunkt mit dieser 
Geraden. Jedem Punkte von yö umgekehrt entsprechen 
alle Punkte desjenigen Kegelschnittes, den er aus B, aus- 
sondert. | 

Zu demselben Ergebnis führen ‘die Transformations- 
gleichungen, wenn man darin „—0 setzt. Unter Aus- 


lassung der gemeinsamen Faktoren lauten sie dann: 
4 
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Reduktion der Verwandschaft auf eine solche 


4ter Ordnung. 
1 


Eine Transformation 4ter Ordnung mit drei doppelten 
und drei einfachen Hauptpunkten ergiebt sich aus der in $ 8 
unter 1. betrachteten, sobald eine der Geraden ey, yp, ©e, Sp 
durch a oder B läuft. Geht z. B. eö durch 5, so scheidet sich 
diese Gerade von allen Kurven 5ter Ordnung ab. Einer 
beliebigen Geraden der Ebene entspricht dann eine Kurve 
4ter Ordnung, die je zweimal durch «, y, 9 und je einmal 
durch 8, ©, e läuft. Jedem der drei Doppelpunkte gehört 
der Kegelschnitt durch ihn selbst und diejenigen vier Punkte 
zu, die nicht mit ihm und d in gerader Linie liegen. Jedem 
der drei einfachen Punkte ist die Verbindungsgerade der- 
jenigen beiden doppelten zugeordnet, die nicht auf seiner 
Verbindungslinie mit Ö liegen. 


2 


Auch aus der in $3 unter 2. behandelten Transformation 
erhalten wir eine solche 4ter Ordnung mit drei doppelten 
und drei einfachen Hauptpunkten, wenn wir noch e y oder 
© p durch « laufen lassen. Tritt 2. B. das erstere ein, so 
scheidet sich von allen Kurven 5ter Ordnung noch die 
Gerade « y e ab. Der Gesamtheit der Geraden in der Ebene 
ist nun das Netz von Kurven 4ter Ordnung zugewiesen, die 
in. &, 8, @ je einen Doppelpunkt, in d, d, y je einen ein- 
fachen Punkt haben und nicht mehr durch e gehen. Jedem 
der drei Doppelpunk'e gehört der Kegelschnitt zu, der dureh 


ihn und die vier Hauptpunkte läuft, die nicht auf seiner 
Verbindungsgeraden mit e liegen. Jedem der drei einfachen 
Punkte ist die Verbindungslinie derjenigen beiden Doppel- 
punkte zugewiesen, die nicht anf seiner Verbindungsgeraden 
mit e liegen. 

Die zu dieser Transformation gehörigen Gleichungen 
erhalten wir aus den in $ 8,, gefundenen, wenn wir darin 


noch Y; = if 


.&; setzen. Dadurch zerfällt sin «ys und 5p 


m 


2 
sowie Cnin &ye und den durch a, 8, , ö, b laufenden Kegel- 
schnitt. Auf den rechten Seiten der drei Gleichungen tritt 
somit noch der gemeinsame Faktor x,2, — x,&, auf, so dass 
nach dessen Abscheidnng nur noch Funktionen 4 ten Grades 
in den x; bleiben. 
Die Coincidenzkurve sondert zunächst die Gerade «yes ab, 
wie sich aus 


GaX, — Yıfı X” Sa = 0 


ergiebt. Nach $ 5,, muss sie aber auch die Gerade Böe ganz 
enthalten, es bleibt nur der Kegelschnitt übrig, der durch 
%, 3, p sowie die beiden Schnittpunkte von yp und dba, &p 
und ‘5 bestimmt ist. 


5) 
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Eine Transformation 4ter Ordnung mit einem dreifachen 
und sechs einfachen Hauptpunkten erzielen wir, wenn wir 
zunächst wie in $ 8,, eine Gerade abspalten, dann aber 
ausserdem durch denselben dreifachen Punkt auch noch die 
Verbindungsgerade der beiden übrigen Doppelpunkte laufen 
lassen. Geht z. B. ye sowohl wie ö» durch «, so sondern 
alle Kurven 6ter Ordnung diese beiden Geraden ab, es bleibt 
ein Netz von Kurven 4ter Ordnung zurück, die alle in 5 
einenen dreifachen Punkt haben, durch die sechs übrigen 
Hauptpunkte jedoch nur einmal laufen. Zu 5 gehört wie 
bisher die Kurve dritter Ordnung, die ihn selbst zum 
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Doppelpunkt, die übrigen sechs zu einfachen Punkten hat. 
Jedem der letzteren entspricht die Verbindungsgerade des 
dreifachen Punktes mit der Gegenecke jenes einfachen in 
dem vollständigen Vierseit &, b; s, 5; y, 9. 

Von einander zugewiesenen Gebilden möge nur erwähnt 
werden, dass den Punkten einer jeden Seite des genannten 
Vierseits Punkte derselben Seite zugeordnet sind. Jeder Dia- 
gonale entspricht der Kegelschnitt, der durch die vier nicht 
auf ihr liegenden Ecken und durch den dreifachen Haupt- 
punkt geht. 


Die Transformationsgleichungen erhalten wir durch Ein- 


& \ ER: a 
setzen von et und 9 = —ö, in die ursprünglichen. 
2 Ya 


; 
In — ”, "Yıtaz — Ya)’ Ys — X Ya)(X2ös — X3 Yo) 
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On 2,3 Ya (Yıza — Yet) X RpYs — X Yo)(Rd5 — X Yo) 

Der Kegelschnitt sı—0 zerfällt also in die Geraden ay 
und 5, während sich &=0 in die Geraden ıß, ay, «ö 
zerspaltet. Die beiden Geraden xy und «&ö sondern sich 
nun von allen Kurven 6ter Ordnung ab, woraus das oben 
(Gesagte folgt. 

Auch die Coineidenzkurve scheidet «y und «ö ab. Dies 
folgt sofort aus ihrer Gleichung: 


CoXL — HH Yı X sa—0 , 
welche die neue Gestalt annimmt 
(Rays — Ra Yo) Rad — Xu Y3) (U? Ey 568 Ku Yıya 5) = 0. 
Der übrig bleibende Kegelschnitt 
et) 


zerfällt aber in die beiden Verbindungsgeraden von ß mit 
den beiden Punkten, in denen da den durch Bydey ge- 
legten Kegelschnitt trifft. 


ee Ana 
$ 10. 
Reduktion der Transformation auf eine solche 


dritter Ordnung. 
1. 


Geben wir den Hauptpunkten zunächst die in $ 9,, er- 
wähnte Lage und wählen wir dann noch den dreifachen 
auf der Verbindungsgeraden zweier einfachen, die nur diese 
beiden einfachen Punkte enthält, z. B. auf öe (oder auch yp), 
so scheidet sich auch diese Gerade von den Kurven 4ter 
Ordnung ab. Den Geraden der Ebene entspricht nun das 
Netz von Kurven dritter Ordnung, die in B einen Doppel- 
punkt besitzen und je einmal durch &, y, 9, $ laufen. Wir 
haben somit die Transformation auf eine solche dritter Ord- 
nung reduziert, deren Hauptpunkte 9, a, y, 9, b in der an- 
gegebenen Vielfachheit sind. Dem Doppelpunkte 3 entspricht 
der Kegelschnitt durch 3, &, Y, 9, ', jedem der einfachen 
Punkte «, y, 9, d dagegen gehört die Verbindungsgerade 
von B mit seiner Gegenecke im Vierseit yöesp zu. 

Die jetzigen Transformationsgleichungen ergeben 
sich aus den in $ 9,, gefundenen, wenn wir darin noch 


5 — sY=0d h. = N... — ı® .Y; setzen. Da- 
& Ya fı 

durch zerfällt s, in die Geraden Bde und yp sowie c, in 
die Gerade ßBöe und den durch «, ß, y, , & laufenden 
Kegelschnitt. Von den dort gefundenen Kurven 4ter Ord- 
nung sondert sich also stets noch die Gerade Bde ab, so 
dass eine Transformation dritter Ordnung mit den angegebenen 
Eigenschaften resultiert. 

Die Coineidenzkurve besass in $9,, die Gleichung: 


2 S 2 N 
X "89 Ya — u Yıy a —0. 
Durch den oben bestimmten Wert von , nimmt sie 
die Form an: 


RE PAR PIE EN yl 
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KYs& TRY) Ye — BY) = 0. 


Darin ist nun X, Y3&g — XY&, =0 die in der neuen 
Weise geschriebene Gleichung von Böse; als Ort sich selbst 
entsprechender Punkte finden wir daher die Gerade: 


X Yg&: — X Y2 &ı —0 ; 
die 3 mit dem Schnittpunkte von da und y» verbindet. 
2 

Eine andere Reduktion der Transformation auf eine 
solche dritter Ordnung erreichen wir sofort dadurch, dass 
wir einen der doppelten Hauptpunkte, z. B. & auf die Ver- 
bindungslinie der beiden dreifachen legen. Dadurch zerfallen 
alle Kegelschnitte von B, in die Gerade «3» und einem durch 
e gehenden Strahl. Jeder Punkt x der Ebene sondert einen 
Kegelschnitt von B, und einen Strahl im Büschel um e aus, 
der zugeordnete Punkt y ist der zweite Schnitt beider Linien. 
Bewegt sich nun x auf einer Geraden g, so bestimmt jede 
seiner Lagen einen Kegelschnitt in B,, ein  zugeordneter 
Strahl im Büschel um e ist ein solcher, der sich mit jenem 
auf g schneidet. solcher Strahlen sind aber zwei vorhanden, 
Auf einer beliebigen Geraden 1 werden dadurch zwei Punkt- 
reihen eingeschnitten, deren Elemente sich in einer Ver- 
wandtschaft [2, 2] befinden. Denn ein Punkt £ der ersten 
sondert einen Strahl im Büschel um e aus, dessen Schnitt- 
punkt mit g einen einzigen Kegelschnitt in B, festlegt, 
dieser trifit 1 in den zu &, gehörigen Punkten 7, und n. 
Umgekehrt bestimmt ein Punkt „ der zweiten Reihe einen 
Kegelschnitt in B, und dadurch zwei Punkte auf g, deren 
Verbindungslinien mit e l in &, und &, schneiden. Die vier 
Coincidenzelemente sind Punkte des erzeugten Gebildes. 
Unter ihnen befindet sich jedoch stets der Schnittpunkt p 
von g und l. Als Punkt der ersten Reihe bestimmt er den 
Strahl ps, der g in p schneidet und einen Kegelschnitt in 
B, festlegt, ‚von dessen Schnittpunkten mit ] einer wieder 
nach p fällt. Als Punkt der zweiten Reihe sondert er einen 
Kegelschnitt in B, aus, der g in p und, p' trifft; die zu- 
gehörigen Strahlen in ps und p’s begegnen 1 aber in zwei 
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Punkten, von denen einer mit p identisch ist. Statt einer 
Kurve 4ter Ordnung ergiebt sich somit die Gerade & und 
eine Kurve dritter Ordnung als Ort für y. 

Legen wir 1. durch einen der vier Grundpunkte von 
B,, 2. B. durch 5, so besteht zwischen den Punktreihen auf 
ihr eine Korrespondenz [2, L|. Ein beliebiger Punkt & der 
ersten bestimmt einen Strahl durch e, dessen Schnittpunkt 
mit g einen Kegelschnitt aus B, aussondert. Dieser trifft 1 
in zwei Punkten, von denen aber einer mit ö zusammen- 
fällt. Jeder Punkt r der zweiten Reihe legt einen Kegel- 
schnitt in B, fest, dessen Schnitte mit g zwei Strahlen durch 
e bestimmen. Sie schneiden 1 in den zu r; gehörigen Punkten 
& und &%,. Jedem Punkte der ersten Reihe entspricht also 
einer der zweiten, jedem der zweiten sind zwei der ersten 
zugewiesen. Die drei Coincidenzelemente sind die von ö ver- 
schiedenen Schnitte der vorhin gefundenen Knrve 4ter 
Ordnung mit 1, der vierte liegt in ö&. Da 5 nicht der Geraden 
g angehört, so muss er ein einfacher Punkt der übriggebliebenen 
Kurve dritter Ordnung sein. 

Geht 1 durch e, so fallen alle Punkte der ersten In- 
volution nach e. Der durch e in B, bestimmte Kegelschnitt 
tridt g in zwei Punkten, die zugehörigen Strahlen aber 
schneiden ] beide in e. Die beiden e entsprechenden Punkte 
coincidieren also mit e, so dass in e zwei Schnittpunkte jener 
Kurve 4ter Ordnung mit 1 liegen. Da e ausserdem kein 
Punkt von g ist, so ist er Doppelpunkt der erhaltenen Kurve 
dritter Ordnung. 

Die ursprüngliche Transformation hat sich somit auf 
eine solche dritter Ordnung reduziert, die @e als doppelten, 
% 8, y, 5 als einfache Hauptpunkte hat. Dem dopppelten 
entspricht als Hauptkurve der Kegelschnitt durch alle fünf 
Punkte, jedem einfachen ist seine Verbindungsgerade mit 
dem Doppelpunkte zugeordnet. Eine Gerade durch einen 
einfachen Punkt erzeugt einen Kegeischnitt durch die vier 
übrigen Hauptpunkte. Der Verbindungslinie zweier ein- 
fachen Punkte entspricht die Verbindungsgerade der beiden 
anderen einfachen. | 
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Die zurvorliegenden Transformation gehörigen Gleichungen 
ergeben sich aus denen der ursprünglichen, wenn wir darin 
9, =0 setzen. Dabei geht sa in &,'s’« und s; in &,'85 
über; ca und c; jedoch zerfallen und zwar in: 

Ca &1&g 3 83 'Xg (X Ya — XaYı)'Ry&s — Xg8,) 
g=Z— &89 1305 X (X Yg — X Yı) 83,8) 
Die Gleichungen lauten also: 
Yı =Yı' Sa’ (8 — X &,) 
Ya =Ya'Sg'(Xg&3 — X38) 
Y = KıYa — XYıl(Kıts — X) Rp&5 — Xa&,); 
aus ihnen folgt ebenfalls das oben Gesagte. 


Die sich selbst entsprechenden Punkte erfüllen eine 
Kurve dritter Ordnung mit der Gleichung: 

Y5X Ku Ya — XeYı)(Kg&s — X3&g) — Yılz$a — 0 
YıdaX KıYg — XeYı)(Kı 83 — X3&ı) — YaXzs'g 70. 

Sie läuft durch die Punkte «, B, y, 5, e und ferner 
durch die Schnittpunkte von «ß mit yö, «y mit 5, ad mit 
Sy. Weitere Punkte bekommt man durch folgende einfache 
Konstruktion. Man lege einen Kegelschnitt durch e, y, d, B 
und einen beliebigen Punkt p auf «3, bestimme den Schnitt- 
punkt d von yö und ge und ziehe ab. Die gemeinsamen 
Punkte dieser Geraden mit jenem Kegelschnitte entsprechen 
sich selbst. 


11. 
Reduktion der Transformation auf eine 
quadratische. 
l.. 


Um dieursprüngliche Verwandtschaft auf eine quadratische 
zu reduzieren, nehmen wir an, dass die dreifachen und die 
doppelten Hauptpunkte auf einem und demselben Kegel- 
schnitte S liegen. Daraus folgt sofort, dass dann d, x, y 
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in einer Geraden gelegen sind. Die Kegelschnitte von B, 
wie B, begegnen sich paarweise auf einer jeden dnrch % 
gehenden Geraden und schneiden auf ihr zwei identische 
Punktinvolutionen ein, konjugierte Punkte sind auch ein- 
ander entsprechende Punkte in der Transformation. Auf 
jeder solchen Geraden ist die Involution eindeutig bestimmt 
durch ihre Schnittpunkte mit S sowie d und den Schnitt 
mit «SB. 

Zwischen den beiden Büscheln B, und B, besteht wie 
in $3 eine Korrespondenz [2, 2], sie schneiden auf einer 
beliebigen Geraden | zwei Punktreihen ein, die sich in einer Ver- 
wandtschaft [4, 4] befinden. Zu den acht Coincidenzelementen 
gehören zunächst wieder die Schnitte p und s von 1 mit g 
und «ß, ausserdem jetzt aber noch die Punkte x, und r,, 
in denen 1 8 trifft. Denn r, bestimmt in B, den Kegel-. 
schnitt S, der g in zwei Punkten schneidet; jeder davon 
legt in B, wieder S fest. Daher fallen von den vier 
Schnittpunkten mit l wieder zwei nach r,, die beiden anderen 
liegen in r,, so dass z, wie n, je zwei Coincidenzpunkte 
repräsentieren. Von der ursprünglichen Kurve Ster Ordnung 
scheidet sich ausser g und «ß nun noch zweimal der 
Kegelschnitt S ab. Der Geraden g entspricht also nur ein 
Kegelschnitt, der durch «, 5 und & läuft. 


Dasselbe zeigen auch die Transformationsgleichungen. 
Sollen y, ©, &, p auf einem durch « und B gehenden Kegel- 
schnitte S liegen, so müssen ihr Koordinaten der Be- 
dingung genügen: 

Ya Ks YarelYalsn a ah 
6°  YıYe Yeods Ös Yı i 
K = 


& S&% Ey &z && 


2 
Ys &,& Sg P3 Oz £ 


die sich leicht in die Form 
(Y 5) —- Na — Ya) (YıYaös Ps — E82 Y3 05) — 0. 
bringen lässt. Dabei bedeutet 


U 


Ya; — 6 =0 oder yy = 5%, dass yundö unendlich benach- 
bart sind, 


9 =0.: 8 0, dass oiinach e ruer,, 


Ya pa 0... oiy, 5 -ıy, das ea 
yö liegen. Soll also ein nicht zerfallender Kegelschnitt S 
alle 6 Punkte &, ... ..., © getrennt enthalten, so muss 


Yıla&sPg — &&%Y30, — 0 sein oder 2 so gewählt 
Eıte Y3 9% 
YıYa ® 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die früher gefundenen 
Beziehungen folgt: 


werden, dass a, = ist. 


YıYa&s a8 Ya 'S 


YıYa a BB 7 4Yr"® 
YıYa&s "Ca —& 8% 30 "8" X, 

. 2 e = .eae 
dee Be Haar 


wobei s=(0 den festen Kegelschnitt S darstellt. Die Irans- 
formationsgleichungen nehmen dadurch die einfache Ge- 
stalt an: 


Jı "YıYa K % 

Ya 7 YıYa*%aXg 

Y = 135% 
%, 3, b sind die Hauptpunkte dieser quadratischen Trans- 
formation; zu b gehört die Hauptgerade a5, den Punkten 
« und 3 entsprechen ihre Verbindungsgeraden mit db. 


Coineidenzkurve ist der Kegelschnitt: 
Xı Xg Y303 — X YıYya — 0. 


Er geht durch « und 8, ferner durch die Schnittpunkte 
von @y und ß8, «öund By, «se und ße, @pund Be sowie durch die 
beiden Berührungspunkte der von d an 5 gelegten Tangenten. 
Er ist der Grundkegelschnitt der vorliegenden quadratischen 
Inversion; die Geraden d& und JB berühren ihn in & 
resp. B. 


Zerfällt der Kegelschnitt S in ein Geradenpaar, so er- 
giebt sich meist dieselbe quadratische Inversion. Liegen z.B. 
Y, ö, €, p auf einer und derselben Geraden, so muss zunächst 
es =y, und =», werden.. Daraus folgt: 


Se Y (Hy — X Yı)' [Ra (Y3 ds — & P3) 
— X; Y3(Y3 +5,) leer #3 )], 


= — Y'(KıY — X Yı)'lXulYds — &: P3) 
url) (&3; + 93)], 


7, ee Yo (u Y — Su Yı)'lXa(Ys ds (es T P5) 
— 89 (Y3 T55)) — X Yalyada — 5 Ps)» 


B=E— YıYa X (U Ya — X Yı)'[Xı(Y3ös (es T P5) 
—8,%lY 7 5)) -Yıllzda — 5 P)]. 

Die Ecke d (0 | OÖ | 1) des Koordinatensystems ist da- 
bei unbestimmt geworden; legen wir sie nun in den Mittel- 
punkt der auf yö durch die beiden Punktpaare y, 5 und e, & 
bestimmten Involution, so wird Y36, = &39,. Dann ist ferner 
Y3 03 (&; PP )— 8 Pa (Y3 + 3)=— 1383 [Ya T 93) — (es 7 P3)], 
und die Transformationsgleichungen nehmen dadurch die 
einfache Form an: 

Yı 7 YıYa Xı X 
Ya — YılaXy X 
Ya 7 Y3 9 X1 32. 

Wir erhalten also wieder eine quadratische Inversion, 

deren Grundkegelschnitt die unter 1.angegebenen Eigenschaften 


hat. Der Pol ist; der Centralpunkt & der Involution, die 
y, 6 und e, p auf yö festlegen. 


B) 


Zerfällt S in die Geraden eöß und py«, so liegt eine 
einfache weitere Spezialisierung der in $ 10,, behandelten 


ee 


Reduktion vor. Wir hätten nun ö, = u, "%, und zugleich 


& 

ns rn zu setzen und würden dadurch die Gleiohungen 

Yı 7 &1 89% X 

Ya 7 &1 892 X9 Xg 

Y3 7 83 93 Xı X 
erhalten. Nehmen wir jedoch die Koordinaten von y und ö 
als die bestimmenden Elemente an, wodurch die von e und 9 
eindeutig mitbestimmt sind, so bleiben die unter 1. und 2. 
gefundenen Transformationsgleichungen ungeändert. Wir 
sehen damit die ursprüngliche Verwandtschaft auch bei dieser 
speziellen Lage der Fundamentalpunkte auf eine quadratische 
Inversion mit den angegebenen Eigenschaften reduziert. 


4. 
Degeneriert S in die Geraden «Bp und eyd, so ist e 


3 
mit $ identisch, so dass = 2=0 wird. In den unter 1. 


[= 


o 


für den allgemeinen Fall gefundenen Gleichungen treten 
diese Grössen aber nicht auf, so dass jene ungeändert bleiben. 
Fasst man andererseits die vorliegende Spezialisierung als 
weitere Reduktion der in $ 10,, behandelten auf, so sind 
in den dort gefundenen Beziehungen obige Werte einzuführen. 
Dadurch wird: 


Su Ya 'X' KıYa —— X, Yı) 


Er} 


= — Yı& '% KıY — NY) A 
Cu = 8 8 Yg 03 "XyXg (Xı Ya — X Yı) ’ 
N &1 82 150 "X (X Ya — X tı) 


Die Transformationsgleichungen lauten wie früher 
Vi: 1119 A088 
Ya 7 Yı a X2 X 
YsT YB9 % 


ET 


5. 


Wählen wir & als Schnittpunkt von ye und ©y, 5 als 
den von xp und Öse, so reduziert sich die Transformation 
ebenfalls auf eine quadratische. Dieser Fall lässt sich auch 
als weitere Spezialisierung des in $ 10,, behandelten ansehen. 
daß ist das Diagonaldreieck des vollständigen Vierecks 
yösp geworden; zwischen den Büscheln B, und B, besteht 
wie früher eine Korrespondenz |2, 2], sie schneiden eine be- 
liebige Gerade l in zwei Punktreihen, die sich in ciner Ver- 
wandtschaft [4, 4] befinden. Von den acht Coineidenzelementen 
liegen ausser in den Schnittpunkten von l mit g und a3 
nun noch vier in den Schnitten von 1 mit ye, yyp, de, Ög. 
Jeder dieser Punkte scheidet einen zerfallenden Kegelschnitt 
aus B, oder B, aus, der g in zwei Punkten trifft; diese 
sondern aus dem anderen Büschel wieder je einen zerfallenden 
Kegelschnitt aus. Die vier dadurch erhaltenen Geraden 
treffen aber 1 immer in den oben genannten vier Punkten, 
so dass einer von den vier jenem Punkte entsprechenden 
wieder in ihn hineinfällt. 

Von der ursprünglichen Kurve C® scheiden sich also 
die sechs Geraden g, «ß, yes, yp, Se, öp ab. Es bleibt ein 

Kegelschnitt übrig, der durch «, 5 und 4 läuft. 

| Die Koordinaten von d, e, p lassen sich mit Hilfe der 
Eigenschaften des vollständigen Vierecks leicht aus denen 
von y bestimmen und haben die Werte: 


ol) Emo)» PR — I) 
Dadurch wird 

3,=2 YıYe(Ksia — 213) Ks Ye + X 75) 

= 2 Y Ya Kfı — X Ts) Katı FT Xı 15) 

= 2 N Ya 1a” KR Ye — Ra Ye) (X Ye F X 15) 

= 2 YıYa Ya a Ka Yı —XıYs) KyYı TXı Ye) 

und die Transformationsgleichungen lauten: 

Yı = RX 
Ya = Ya’ Xı % 
Ys = 13’ % 


Einer beliebigen Geraden entspricht also ein Kegelschnitt 
durch «, 5, '; jedem dieser. Hauptpunkte ist die Verbindungs- 
verade der beiden anderen zugeordnet. 

Ein Continuum sich selbst entsprechender Punkte ist 
nicht mehr vorhanden. Zwar kann jeder Punkt der Geraden 
ay, By, «6, Bö als solcher angesehen werden, ihm sind je- 
doch auch alle übrigen Punkte der betreffenden Geraden 
zugeordnet. 


g 12. 


Übertragung der‘ Verwandtschaft auf eine Fläche 
| zweiter Ordnung. 


Die bisher behandelte Verwandtschaft lässt sich nach 
der von Clebsch”) angegebenen Weise auf eine Fläche 2. Ord- 
nung abbilden, indem jedem Punkte der Ebene ein Punkt 
der Fläche und umgekehrt zugeordnet wird. Dadurch ist 
dann auch eine eindeutige involutorische Verwandtschaft 
zwischen den Punkten der Fläche hergestellt. Im Folgenden 
wollen wir jedoch den umgekehrten Weg einschlagen. Wir 
werden auf einer Fläche 2. Ordnung zunächst eine bestimmte 
eindeutige involutorische Verwandtschaft hervorrufen, dann 
wollen wir diese auf eine Ebene abbilden und zeigen, dass 
die in der letzteren entstehende Verwandtschaft gerade die 
bisher untersuchte Transformation ist. 

Es liege eine Fläche 2. Ordnung % vor, die beiden auf 
ihr befindlichen Regelscharen seien R, und R,. Ferner sei 
ein Strahlennetz mit den beiden Leitgeraden |, und 1, ge- 
geben, die® in den Punkten C und D, E und F schneiden. 
Irgend ein Strahl des Netzes trifit dann % in 2 Punkten 
X und Y; ordnen wir diese einander zu, so ist unter den 


”) Clesch-Lindemann : Vorlesungen über Geometrie II, 414 ff. 

”*”) Die Anregung zur Behandlung der folgendeu Verswunde aha 
verdanke ich Herrn Prof. Dr. F. London, auch die Untersuchungen 
des Herrn Dr. Pyrkosch über dieselbe Frage haben mir wertvolle 
Dienste geleistet. 
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Punkten der Fläche eine eindeutige involutorische Ver- 
wandtschaft hergestellt. Denn da im allgemeinen ein be- 
liebiger Punkt des Raumes nur einen einzigen Strahl des 
Netzes bestimmt, so legt auch ein Punkt X der Fläche nur 
einen einzigen solchen fest, der % noch in einem zweiten 
Punkte Y schneidet. Da ferner Y denselben Strahl im 
Netze aussondert, so entspricht dem Punkte Y wieder jener 
Punkt X. 

Jedem Punkte X der Fläche ist so ein einziger Punkt 
Y zugewiesen. Diese Eindeutigkeit der Beziehung wird ver- 
schwinden, sobald entweder der durch X gehende Strahl 
des Netzes ganz in der Fläche liegt, also eine Erzeugende 
der Regelscharen R, oder R, ist, oder sobald X auf ], oder 
l, zu liegen kommt. Im allgemeinen haben aber eine Regel- 
schar und ein Strahlennetz keine gemeinsamen Elemente, 
es bleibt daher nur die zweite der erwähnten Möglichkeiten 
zu erörtern, d. h. es ist zu untersuchen, was in der fest- 
geleoten Verwandtschaft den Punkten C, D, E, F entspricht. 
Jeder von ihnen bestimmt im Strahlennetze ein ganzes 
Strahlenbüschel, das er als Scheitel in derjenigen Ebene 
festlegt, die durch ihn und die nicht durch ihn laufende 
Leitgerade geht. Jenem Punkte entspricht also die Ge- 
samtheit der Punkte, in denen diese Ebene der Fläche % 
begegnet, d. h. ein Kegelschnitt. 

Jedem der vier Punkte Ü, D, E, F ist in der Ver- 
wandtschaft auf der Fläche der Kegelschnitt zuge- 
ordnet, der durch ihn und die beiden auf der anderen 
Leitgeraden gelegenen Punkte bestimmt ist. Die Punkte 
GC, D, E, F sind also in der Verwandtschaft zugleich 
sich selbst entsprechende Punkte. 


Es sei r, eine beliebige Erzeugende der Regelschar R,. 
Durchläuft nun X die Gerade r,, so erfüllen die durch die 
verschiedenen Lagen von X bestimmten Strahlen des Netzes 
eine Regeltläche 5 vom zweiten Grade, deren Leitgeraden |],, 
l, und r, sind. Sie schneidet %% in einer Raumkurve 4. Ord- 
nung, der aber die Gerade r, selbst angehört. Es bleibt. 
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mithin eine Raumkurve 3. Ordnung übrig; sie ist die der 
Geraden r, in der Verwandtschaft zugeordnete Kurve. Da 
R die Geraden 1 und 1, enthält, so läuft die erhaltene 
Raumkurve 3. Ordnung durch die Punkte GC, D, E, F. Die 
Erzeugenden von R, und R, werden von einer auf der 
Fläche gelegenen Raumkurve nter Ordnung zusammen stets 
in n Punkten geschnitten. Die gefundene Kurve 3. Ordnung 
muss daher die Geraden der einen Schar je zweimal, die der 
anderen je einmal treffen. Nun ist aber r, eine Sehne 
dieser Kurve; im vorliegenden Falle werden daher alle Ge- 
raden won R, zweimal, alle von R, einmal von der Raum- 
kurve geschnitten. | 
Einer Erzeugenden der Fläche % entspricht eine 
Raumkurve 3. Ordnung auf %, die jeder Erzeugenden 
derselben Schar zweimal, jeder der anderen Schar ein- 
mal begegnet und die durch die vier festen Punkte C, 
D, E, F läuft. 


Geht r, durch einen der vier Punkte C, D, E, FE, so 
zerfällt die durch r,, 4, 1, bestimmte Regelschar in zwei 
 Strahlenbüschel. Bewegt sich X z. B. auf der durch © 
laufenden Erzeugenden c, von R,, so hat das erste der 
beiden Büschel © als Scheitel und liegt in der durch C und 
l, bestimmten Ebene. Das zweite liegt in der durch e, und 
l, bestimmten Tangentialebene der Fläche %, sein Scheitel 
ist der Schnittpnnkt P, dieser Ebene mit l,. Die erste 
Ebene schneidet % in dem durch ©, E und F gehenden 
Kegelschnitt Sc, die zweite aber trifft & in c, und in der 
. durch D gehenden Erzeugenden d, von R,. Die nach Ab- 
scheidung von c, übrig bleibende Raumkurve 3. Ordnung 
zertällt daher in den Kegelschnitt Sc und die. Gerade d,. 
Alle Punkte von Se sind jedoch dem Punkte C zugeordnet; 
den übrigen Punkten von c, entsprechen mithin der Reihe 
nach die Punkte von d,. | 

Einer Erzeugenden der Fläche %, die durch 
einen der Schnitte von 1, oder I, mit % läuft, ent- 
spricht diejenige Erzeugende der anderen Schar, die 
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durch den jeweiligen zweiten Schnitt von ], resp. I, mit 

% läuft. 

Den Erzeugenden der einen Schar, die durch C, D, E, 
F laufen, entsprechen also der Reihe nach die Erzeugenden 
der anderen Schar, die durch D, C, F, E gehen. 

Wir betrachten nun einen Kegelschnitt, der durch C 
und D oder E und F läuft. Wir legen z.B. durch 1, eine 
beliebige Ebene &, die % in einem Kegelschnitt K und ], in 
einem Punkte P schneidet. Alle durch P in & gezogenen 
Geraden sind dann Strahlen des Netzes; jeder trifft also K 
in zwei Punkten, die in der Verwandtschaft einander zu- 
geordnet sind. Die durch P in E gezogenen (Geraden 
schneiden K in Punktpaaren einer Involution; je zwei ent- 
sprechende Punkte der Involution sind zugleich Punkte, die 
sich in der Verwandtschaft auf % entsprechen. Das Centrum 
der Involution auf K ist P, ihre Doppelpunkte sind die Be- 
rührungspunkte der beiden von P an K gelegten Tangenten. 
Diese beiden Punkte sind sich selbst entsprechende Punkte 
auf der Fläche. 

Die Leitgeraden 1, und 1, sind Achsen zweier Ebenen- 
büschel, jedes derselben schneidet % in einer einfachen Mannig- 
faltigkeit von Kegelschnitten, K, und K,, die durch die Ver- 
wandtschaft in sich selbst übergeführt werden. Auf jedem 
solchen Kegelschnitte erzeugen die Paare entsprechender Punkte 
eine Involution, die Centren dieser Involutionen durchlaufen 
die Geraden 1, und |],. 

In K, sowohl wie in K, befinden sich zwei zerfallende 
Kegelschnitte, sie werden von-den beiden durch 1, resp. 1, 
gehenden Tangentialebenen der Fläche auf % eingeschnitten. 
Sind c, d,, &, fi die durch C, D, E, F laufenden Er- 
zeugenden von R,, €, da, &,, f, die analogen der Schar R,, 
so werden jene vier zerfallenden Kegelschnitte gebildet 
durch die Geradenpaare c,d, und &d, inK, ef und 
ef, in K,. Die Schnittpunkte M,, N,, M,, N, dieser 
(eradenpaare sind dann in der Verwandtschft sich selbst 
entsprechend. Denn es hat z. B. M, als Punkt von c, 
seinen zugeordneten auf d,, als Punkt von d, aber auf c,; 
der M, entsprechende Punkt liegt also mit ihm ER 
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Ehe wir dasu übergehen, die Kurve zu ermitteln, die 
einem beliebigen auf % gelegenen Kegelschnitte entspricht, 
wollen wir zunächst die Kurve bestimmen, die von den in 
der Verwandtschaft sich selbst entsprechenden Punkten er- 
füllt wird. Diese Coincidenzpunkte liefern diejenigen 
Strahlen des Netzes, die % berühren; es sind Berührungs- 
punkte dieser Strahlen mit &%. Wir untersuchen die von 
diesen Strahlen erfüllte Regelfläche. Ein Paar solcher Strahlen 
erhalten wir stets, sobald wir durch eine der Leitgeraden |, 
oder 1, eine beliebige Ebene legen und von ihrem Schnitt- 
punkt P mit der anderen Leitgeraden die Tangenten an den 
Kegelschnitt ziehen, in dem die Ebene die Fläche & schneidet. 
Von jedem Punkte der Leitgeraden. 1, und l, gehen so stets 
zwei und nur diese zwei Erzeugenden der Regelfläche aus, 
die immer in einer durch die andere Leitgerade ge- 
legten Ebene liegen. Wir erhalten somit eine windschiefe 
Regelfläche 4. Ordnung, welche die beiden Geraden 1, und 
l, als Knotenkurve hat. Sie ist zugleich von der 4ten Klasse 
und vom Geschlecht 1”). 

Auf jeder der beiden Knotenlinien giebt.es Punkte, in 
denen eine Erzeugende der Fläche die ihr unendlich nahe 
schneidet. Ist X ein beliebiger Punkt auf ],, so gehen von 
ihm zwei Erzeugende aus, die !, in zwei Punkten schneiden, 
die im allgemeinen verschieden sind. Von jedem dieser 
beiden Punkte läuft dann noch je eine zweite Erzeugende 
aus, die , in den Punkten Y, und Y, treffen. Jedem 
Punkte X auf 1, sind so zwei Punkte Y zugeordnet. Anderer- 
seits entsprechen jedem solchen Punkte Y zwei Punkte X, 
so dass auf 1, eine Korrespondenz [2, 2] zwischen X und Y 
festgelegt ist. Darin giebt es 4 Coineidenzpunkte, d. hı. es 
befinden sich unter den &! Strahlenpaaren, die von den 
Punkten von l, ausgehen, 4 Paare von zusammenfallenden 


”) Vgl. Sturm: Liniengeometrie I No. 40: II. No. 416, 417; III 
No. 590. Ferner Cremona: Mem. di Bologne 8. 1868. — Cayley: 
Philos. Trans. 1869. Die Regelfläche ist dort von Cremona als 11. 
Species, von Cayley als 1. Species behandelt. 
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Erzeugenden. Auf l, und,. wie sich analog zeigen lässt, auf 
l, sind daher je 4 Cuspidalpunkte vorhanden. 


Zu diesen 4 Punkten auf I, gehören zunächst © und D. 
Denn legen wir z. B. durch C und 1, die Ebene, so schneidet 
diese % in dem Kegelschnitte Se, und die beiden von C aus 
an Sc gezogenen Tangenten fallen ersichtlich zusammen. 


Legen wir ferner durch 1, die beiden Tangentialebenen 
an %, die W in M, und N, berühren und 1, in P, und Q, 
schneiden, so sind P, und @, die beiden weiteren Cuspidal- 
punkte auf l,. Denn jede der beiden Ebenen schneidet % 
in einem Geradenpaare. Die beiden von P, resp. Q, an 
einem solchen zerfallenden Kegelschnitt gelegten Tangenten 
sind dann in der ER LER von P, resp. Q, mit 
M, resp. N, paarweise vereinigt. 


Die vier Cuspidalpunkte auf l, werden gebildet durch 
die Punkte E und F sowie durch die beiden Punkte P, und 
(),, die Schnittpunkte von l, mit den beiden durch 1, an die 
Fläche gelegten Tangentialebenen, die % in M, und N, be- 
rühren. Die 8 Torsallinien deı Regelfläche sind zunächst 
die inC an Sc, in Dan 8a, in Ean Se und in Fan Sr 
gelegten Tangenten, ferner die 4 Verbindungsgeraden P, M,, 
Qı N, PM, N. 

Jede Erzeugende der Regelfläche 4. Grades hat mit 
der ursprünglichen Fläche % zwei zusammenfallende Schnitt- 
punkte gemeinsam. Die Schnittkurve 8. Ordnung beider 
Flächen ist daher eine doppelt zu zählende Raumkurve 
4. Ordnung I’ auf %, längs der die Erzeugenden der Regelfläche 
4. Grades die Fläche % berühren. I’ist die von den in der 
Verwandtschaft sich selbst entsprechenden Punkten erfüllte 
Kurve, die Coincidenzkurve Die 8 Punkte C, D, E,F, M, 
N,, M,, N, waren vorhin als die Punkte erkannt, in denen 
die 8 Torsallinien die Fläche % berühren, sie sind daher 
Punkte der Coineidenzkurve I’. Die letztere läuft durch 
8 feste Punkte auf %, und da dies im allgemeinen keine 
8 assoclierten Punkte sind, so ist [’ durch sie eindeutig auf 
% bestimmt. 


% 
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Wir wählen nun einen beliebigen Kegelschnitt K auf 
% und untersuchen die Regelfläche, die von den Strahlen 
des Netzes erzeugt wird, welche K treffen. Um die Ordnung 
der Fläche zu bestimmen, wählen wir noch eine beliebige 
Gerade g und suchen die Zahl der Erzeugenden, die g 
schneiden. Durch l,, 1, und g als Leitgeraden ist eine Regel- 
fläche festgelegt; die gesuchte Zahl ist dann identisch mit 
der Zahl derjenigen Erzeugenden dieser Regelfläche, die K 
treffen. Deren giebt es aber 4, so dass die gesuchte Regel- 
fläche R, eine solche 4. Ordnung ist. Jeder Punkt auf |, 
bestimmt mit 1, eine Ebene, die K in zwei Punkten schneidet, 
und wir erkennen daraus, dass von jedem Punkte von 1, 
und analog von ], zwei Erzeugende der Fläche ausgehen. 
Jede Erzeugende schneidet K im allgemeinen nur in einem 
Punkte. Der in der Ebene von K gelegene Strahl s des 
Netzes jedoch trifft K in 2 Punkten, ist also ein Doppel- 
strahl von R,. 

R, schneidet die Fläche % in einer Raumkurve 8. Or- 
dnung, von der K ein Teil ist. Es ergiebt sich daher als 
dem Kegelschnitt K entsprechendes Gebilde eine Raumkurve 
&, von der 6. Ordnung. 

Legen wir durch 1, eine beliebige Ebene, so schneidet 
diese K in 2 Punkten und enthält daher noch 2 Erzeugende 
von R,. Die letzteren treffen % noch in zwei weiteren 
Punkten, und diese sind die beiden einzigen Punkte, welche 
die Ebene mit 6, ausser C und D gemeinsam haben kann. 
C und D und analog E und F sind daher Doppelpunkte auf &,. 

Trifft der Doppelstrahl s von R, den Kegelschnitt K 
in P und Q, so entsprechen sich P und @ gegenseitig in 
der Verwandtschaft. Aufjedem Kegelschnitt der Fläche giebt 
es also nur ein einziges Paar von Punkten, die sich in der 
Verwandtschaft entsprechen. @, schneidet K zunächst in 
P und Q; die 4 weiteren Schnittpunkte von &, und K sind 
zugleich Schnittpunkte von K mit der Coinzidenzkurve der 
Verwandtschaft. | 

Jede Erzeugende r von R, oder R, wird von 4 Er- 
zeugenden von R, geschnitten. Sondern wir davon die- 
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jenige ab, die nach dem Schnittpunkte von r und K läuft, 
so schneiden die 3 übrigen r in Punkten von @,. Jede Er- 
zeugende der beiden Scharen auf % wird daher von @, in 
drei Punkten geschnitten. 

Zerfällt K in zwei Erzeugende von R, und R,, so zer- 
fällt auch G, und zwar in die beiden Raumkurven 3. Ord- 
nung, die diesen Erzeugenden in der Verwandtschaft ent- 
sprechen. Beide schneiden sich ausser inC, D, E, F noch in 
einem Punkte, der dem Schnittpunkte der beiden Erzeugen- 
den entspricht. Die eine Kurve trifit die Erzeugenden von 
R, zweimal, die von R, einmal, die andere Kurve dagegen 
alle von R, einmal und die von R, zweimal. 

Läuft K durch einen oder mehrere der Punkte C, D, 
E, F, so scheidet @, stets die zu den betreffenden Punkten 
gehörigen Kegelschnitte ab. So entspricht einem durch © 
gehenden Kegelschnitt eine Raumkurve 4. Ordnung, die ein- 
mal durch ©, E, F und zweimal durch D läuft. Einem 
Kegelschnitte durch © und D ist ein Kegelschnitt durch E 
und F, einem solchen durch C und E einer durch D und 
F zugeordnet. 

Wir wollen nun die Untersuchung der Verwandtschaft 
auf % abbrechen und ihre Beziehung zu der früher be- 
handelten ebenen 'I’ransformation aufsuchen. Projizieren wir 
nämlich die Gebilde von % aus einem beliebigen Punkte P 
von % auf eine beliebige Ebene, so liefern die Punkte C, 
D, E, F auf der letzteren die Punkte y, ©, e, 9. Durch P 
laufen zwei Erzeugende a und b von %, die der Ebene in 
a und 5 begegnen. Ein Punkt X der Fläche bestimmt mit 
l, und ], zwei Ebenen, die sich in dem durch X festgelegten 
Strahl des Netzes scheiden. Sie haben mit & die Kegel- 
schnitte $, und S, gemeinsam, welche in die Kegelschnitte 
s; und s, der Bildebene übergehen. 8, und ®, treffen a 
und b, s, und s, laufen daher beide durch «x und 5. Da 
S, die Punkte C und D enthält, geht s, durch y und Ö, 
analog liegen = und p auf 5. 8, und S, schneiden sich 
auf % in X und dem ihm in der dortigen Verwandtschaft 
entsprechenden Punkte Y. Daher treffen sich s, und s, in 
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der Bildebene ausser in « und B noch in den Projektionen 
X und.'y von’X und?Y. 

Diese Verhältnisse bleiben offenbar erhalten, sobald X 
auf % sich bewegt. s, und s, erfüllen dann zwei Kegel- 
schnittbüschel B, und B, mit den gemeinsamen Grund- 


punkten « und ß, zu denen als weitere Grundpunkte y und ö “ 


bei B,, e und x bei B, hinzutreten. Jede Lage von X sondert 
durch x einen einzigen Kegelschnitt in B, und einen in B, 
aus. Der vierte Schnittpunkt y beider ist der,x entsprechende 
Punkt. In der. Bildebene ergiebt sich als Projektion der 
Verwandtschaft auf % ersichtlich die früher behandelte Trans- 
formation 6ter Ordnung. 

P bestimmt einen Strahl dss Netzes, der % noch in Q 
schneidet. Er trifft die Bildebene im Schnittpunkte d von 
yö und ey, sodass d als Projektion von Q erscheint. 

Eine beliebige Gerade der Ebene überträgt sich auf % 
als ein durch P laufender Kegelschnitt. Ihm entspricht in 
der Verwandtschaft auf % eine Raumkurve 6ter Ordnung, 
die je zweimal durch C, D, E, F und einmal durch @ geht. 
Projizieren wir sie durch einen Kegel 6ter Ordnung auf die 
Ebene, so erhalten wir dort eine ebene Kurve 6ter Ordnung, die 
1, 5, &, x zu Doppelpunkten hat und einmal durch & läuft. 
Die Raumkurve schnitt jede Erzeugende der Scharen R, und 
R, dreimal, also auch a und b; die ebene Kurve muss da- 
her die Punkte « und 8 je dreimal enthalten. 

Eine durch « gelegte Gerade liefert auf % eine Erzeugende 
von R,. Dieser entspricht eine Raumkurve dritter Ordnung, 
die je einmal durch GC, D, E, F läuft und die Erzeugenden 
von R, in je einem, die von R, in je zwei Punkten schneidet. 
Die ebene Bildkurve ist daher auch von der dritten Ordnung 
und geht je einmal durch y, 5, e, 9. Da die kaumkurve a 
einmal, b zweimal schnitt, so muss 3 ein Doppelpunkt, « ein 
einfacher Punkt der ebenen Kurve sein. (Vel. $4 No. 1.) 

Wird auf derselben Fläche % noch eine zweite Ver- 
wandtschaft der bisher besprochenen Art mittels zweier 
Geraden ls, und 1, hergestellt, so entsteht auch hier die 
Frage, ob es Punktepaare giebt, deren Elemente in beiden 
Verwandtschaften einander zugeordnet sind. Ihre Ver- 
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bindungslinie muss dann die Eigenschaft haben, jede der 
vier Geraden 1,, l,, l;, I, zu schneiden. Nun erfüllen alle 
Geraden des Raumes, die 1,, 1, 1; begegnen, eine Regel- 
fläche 2. Ordnung R,, die von Il, in zwei Punkten P, und 
P, in zwei Punkten getroffen wird. Die beiden durch P, 
und P, laufenden Erzeugenden der zweiten auf R, gelegenen 
Schar sind Geraden, die jede der vier Geraden 1, 1, 1, 4 
schneiden. Jede von ihnen trifft % in zwei Punkten, die 
offenbar in beiden Verwandtschaften einander zugeordnet 
sind. 

Es giebt also auf % zwei Punktepaare, deren Elemente 
sich in jeder der beiden Verwandtschaften entsprechen, 
die durch 1,, 1, sowie l,, 1, auf ihr hergestellt wurden. 
Wie sich diese vier Punkte anch als Projektionen der vier 
gleichartigen in der ebenen Figur erkennen lassen, bietet 
der vorliegende einfache Nachweis für die Existenz dieser 
vier Punkte auf der Fläche ebenso ein einfaches Mittel, das 
Vorhandensein und die Zahl solcher Punkte in den beiden 
ebenen Transformationen zu erkennnen, da sich diese Punkte 
einfach als Projektion der vier Punkte der Fläche ergeben. 

Wir könnten so die Eigenschaften der ebenen Trans- 
formation aus denen der Verwandtschaft auf % mit Hilfe 
zweier Projoktionen vermitteln. Wir wollen dagegen um- 
gekehrt aus den bekannten Beziehungen in der Ebene durch 
Übertragung auf die Fläche noch einige Eigenschaften der 
räumlichen Verwandtschaft bestimmen. 

Eine Raumkurve nter Ordnung der Fläche liefert in 
der Bildebene eine Kurve nter Ordnung, die «mal durch «& 
und $,mal durch 8 läuft, wobei u +, =n ist. Von der 
ihr dort*) entsprechenden Kurve Gnter Ordnung sondert sich 
daher die zu « gehörige Hauptkurve dritter Ordnung «,mal 
und die zu ß gehörige 8,mal ab, so dass als zugeordnete 
Kurve nur eine solche 6n — 3%, — 33, =6n — 3 (a, +) = 
önter Ordnung bleibt. Diese geht dann noch (3n — 2x, — $,) 
mal durch & und (ön — a, — 25,)mal durch 8. Wird sie 


*) Clebsch. a. a. O., Seite 417 u. 418. 
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nun auf die Fläche projiziert, so scheidet sich von der ent- 
stehenden Raumkurve 6nter Ordnung (3n — 2, — ß,)mal 
die Gerade a und (d3n — «, — 23,)mal b ab, so dass nur 
eine Raumkurve von der Ordnung: 


6n — (dn — 2, — B,) — (dn — a, — 28.) 
= su Tr) Su 


sich ergiebt. Da die ebene Kurve önter Ordnung durch jeden 
der vier Punkte Yy, 6, e, 2 2n — &, — B, =n mal läuft, so 
muss die gefundene Kaumkurve auch je n mal durch C, D, E, F 
gehen. Die ebene Kurve geht (d3n — 2%, — B,) mal durch « 
und (d3n — a, — 2ß,) mal durch 3; die Raumkurve muss 
deshalb die Erzeugenden von R, je (3n — 2«&, — B,)mal 
die von R, je (dn — &, — 28,)mal schneiden. Wir finden 
also: 

Einer Raumkurve nter Ordnung auf der Fläche, die 
durch keinen der Punkte C, D, E, F geht und jede 
Erzeugende von R, «mal, jede von R, B,mal schneidet, 
entspricht eine Raumkurve önter Ordnung, die je n 
mal ©, D, E, F läuft und jede Erzeugende der ersten 
Schar (3n — 2a, -—- B,)mal, jede der zweiten Schar 
(3n — &,. — 28, )mal schneidet. 


Für eine Erzeugende von R, ist: 
n; 4.0, Biel; 


wir erhalten damit nach obigem Satze eine Raumkurve dritter 
Ordnung die je einmal durch GC, D, E. F geht und jede Er- 
zeugende von Rh, zweimal, jede von R, einmal schneidet, 
Für einen beliebigen Kegelschnitt O ist: 
nr=-2 1. 8-1. 


Einem beliebigen Kegelschnitte ist eine kaumkurve 
6ter Ordnung zugewiesen, die in GC, D, E, F Doppelpunkte 
besitzt und jede Erzeugende der einen wie der andern Schar 
dreimal schneidet. 

C, D, E, F können als die Hauptpunkte der vorliegenden 
räumlichen Verwandtschaft dritter Ordnung angesehen werden; 
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jedem von ihnen ist als Hauptkurve der Kegelschnitt zu- 
geordnet, der durch ihn selbst und die Spuren der nicht 
durch ihn gehenden Geraden 1, resp. 1, läuft. So oft eine 
Kurve nter Ordnung der Fläche einen der vier Hauptpunkte 
enthält, sondert sich von der zugehörigen Kurve der zu dem 
betreffenden Hauptpunkte zugeordnete Kegelschnitt ab. Daraus 
ergeben sich folgende Beziehungen: 

Einem Kegelschnitte durch zwei Hauptpunkte, von denen 
einer auf l,, der andere auf 1, liegt, entspricht ein Kegel- 
schnitt durch die beiden anderen Hauptpunkte. 

Einer Kurve dritter Ordnung durch die beiden Haupt- 
punkte anf 1, resp. I, nnd einen auf 1, resp. 1, die alle 
Erzeugenden der einen Schar zweimal und die der anderen 
einmal schneidet, entspricht eine Kurve dritter Ordnung 
durch die beiden Hauptpunkte auf], resp. 1, und den zweiten 
auf 1, resp. 1, gelegenen, die jede Erzeugende der ersten 
Schar einmal, jede der andern zweimal trifft. 

Auch die vorliegende räumliche Verwandtschaft ist einer 
überaus mannigfachen Spezialisierung fähig. Derartige 
Fälle lassen sich zunächst dadurch herstellen, dass die zu 
(runde gelegte Fläche nur eine Schar von Erzeugenden oder 
auch keine reellen Erzeugenden mehr besitzt. Alle dabei 
auftretenden Beziehungen können mit Hilfe der zugehörigen 
ebenen Abbildung hergeleitet werden; ihre Behandlung 
würde hier zu weit führen. 

Degeneriert insbesondere die zu Grunde gelegte Fläche 
zweiten Grades in ein Ebenenpaar, so wird jedem Punkte 
der einen Ebene einer der anderen zugewiesen. Der so er- 
haltene Spezialfall ist die bekannte Steinersche windschiefe 
Projektion. 
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Lebenslauf. 


Ich, Wilhelm Wallstaff, evangelischer Konfession, bin 
am 2. August 1877 zu Halberstadt geboren als einziger 
Sohn des Monteurs Heinrich Wallstaff und seiner Ehefrau 
Alwine Wallstaff geb. »Voigt. Den ersten Unterricht erhielt 
ich in der I. Bürgerschule zu Schöningen in Braunschweig, 
die ich 7 Jahre hindurch besuchte. Als meine Eltern 
Ostern 1890 nach Breslau übersiedelten, trat ich in die 
Quarta der Königl. Oberrealschule dieser Stadt ein. Die 
genannte Anstalt verliess ich Ostern 1897 mit dem Reife- 
zeugnisse, um mich dem Studium der Mathematik und 
Naturwissenschaften zu widmen. Am 1. Mai 1897 wurde 
ich bei der philosophischen Fakultät der ‚Königl. Universität 
zu Breslau immatrikuliert und am 9. Mai 1901 daselbst re- 
immatrikuliert. Ich besuchte die Vorlesungen der Herren 
Professoren und Docenten: 

Baumgartner, Baeumker, Bose, F. Cohn au 
H. Cohn, Ebbinghaus, Franz, Freudenthal, Heyd- 
weiller, Kükenthal, London, OÖ. E. Meyer, Partsch, 
Rosanes, Stern, Sturm. | 

Ihnen allen sage ich meinen aufrichtigsten Dank für ihr 


© stetes Wohlwollen und die Förderung, die sie mir während 


meines Studiums haben zu teil werden lassen. 
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